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Abstract

Nach einleitenden Betrachtungen erdrtern wir im ersten Kapitel Fragen der Anwendbarkeit
von Relevanzkriterien auf Beweise in der Mengenlehre anhand des Theorems A [0 A; im
zweiten Kapitel untersuchen wir die Anwendung von Relevanzkriterien auf Formeln der
Booleschen  Mengenalgebra anhand der Theoreme A O A 0O B und
AOBOBOC - AOC.

Im Anschlul} an eine vorldufige Zusammenfassung prazisieren wir im vierten Kapitel die
beweistheoretischen Grundlagen der ersten beiden Kapitel und gehen der Frage nach, ob alle
relevanten Sequenzen eine relevante Herleitung haben. Dazu formulieren wir verschiedene
Versionen eines Sequenzenkalkuls fur die Aussagenlogik und zeigen, dal} es in jeder Version
relevante Sequenzen gibt, die keine schnittfreie relevante Herleitung haben. Das
Hauptproblem, ob es relevante Sequenzen gibt, die Uberhaupt keine relevante Herleitung
haben, kann nur fir eine Version positiv beantwortet werden.

Bemerkung:
Diese Arbeit wurde im wesentlichen im Jahr 1995 verfasst und in den Jahren 1998 bzw. 2001
geringfigig Uberarbeitet.



0 Einleitung und formaler Rahmen

Patrick Suppes schlagt im AnschluR an Payl Weingartners Aufsatz ,,Can there be reasons for
putting limitations on classical logic?*“™ vor, Relevanzkriterien auf Beweise in der
Mengenlehre anzuwenden:

,»It would be nice to have an additional piece of genuinely empirical data in some extended
systems that are easy to formalize, as for example Zermelo-Fraenkel set theory. It would be
interesting even if tedious to put together data on which principles of classical logic are
actually ugzd in most proofs of the first six hundred to seven hundred e%ems proved. (In my
own book=there are between six hundred and seven hundred theorems™.)

Paul Weingartner und Gerhard Schurz haben in einer Reihe von Arbeiten Relevanzkriterien
zur Losung don Paradoxien erarbeitet und somit deren philosophische Fruchbarkeit
nachgewiesen®. Im Gegensatz zu Relevanzlogiken konstruiert man hier keine neuen nicht-
klassischen Logiken, sondern behélt die klassische Logik als Hintergrund bei und schrénkt sie
mit Hilfe von Relevanzkriterien ein.

(Ein) Paradigma einer irrelevanten Formel bzw. einer irrelevanten Deduktion ist flr
Weingartner und Schurz die aussagenlogische Formel p — p O g bzw. die Deduktion
p F p O q (Addition), mit deren Hilfe sich etwa das Ross-Paradox der deontischen Logik
konstruieren 1aRt:

Wenn ich den Brief zur Post bringen soll, soll ich ihn zur Post bringen oder verbrennen

Formal Op - O(p [0 qg) (mit OA als Abkirzung fir ‘es ist geboten, dall A’); dies ergibt sich
aus der erwéahnten Formel p — p g, dem Formelschema O(A-B) - (OA-OB) und der
Regel A 0 OA.

Ich mochte nun aus der erwéhnten Literatur zwei Relevanzkriterien herausgreifen und anhand
von Beispielen vorstellen:

Relevanzkriterium 1 von Paul Weingartner:

,B is an R-consequence (R-consequent) of A iff

(1) A }B (resp. F(A - B))

(@) It is not the case that there is a propositional variable (predicate) in B which can be
uniformily replaced on some (at least one) of ist occurrences by an arbitrary

! Weingartner, Paul: Can there be reasons for putting limitations on classical logic? In: Patrick Suppes:
Scientific philosopher. Vol. 3. Hrsg. von Humphreys, P. Dordrecht 1994: 89-121.

2 Gemeint ist: Suppes, Patrick: Axiomatic set theory. Princeton 1967.

¥ Genau sind es 539.

* Suppes, Patrick: Comments by Patrick Suppes. In: Patrick Suppes: Scientific philosopher. Vol. 3. Hrsg. von
Humphreys, P. Dordrecht 1994: 121-124.

> Vgl. etwa die Publikationen der genannten Autoren im Literaturverzeichnis.



propositional variable (or predicate of same arity) salva validitate of A | B (resp. of
F(A - B)).
(3) Every consequence B of A which satisfies (2) is replaced by some formula B* such
that (i) B4 | B*(resp. | (B ~ B*))
(i) B* has the form of a conjunction with as many as possible conjuncts
such that also
(iii) A | B* (resp. | (A - B¥)) satisfies (2). (That such a B* always exists
has been proved in Schurz-Weingartner (1987)~ p.59, Proposition 9 (Anm.
Weingartner)
(iv) B does not contain supﬁflous repetitions A 0 A O .. O A or
A OA [O... OA as subformulas.*

Relevanzkriterium 2 von Gerhard Schurz:

»(Informal Definition) Assume X f_ A. Then A is a relevant conclusion of X iff no predicate
in A is replaceable on some of its occurrences by any other predicaﬁf of the same arity, salva
validitate of X | A. Otherwise, A is an irrelevant conclusion of X.“

Im folgenden werde ich vereinfachend nur mehr von ‘Relevanzkriterium’ sprechen, wenn
ich damit das Kriterium von Weingartner, Klausel (1) und (2) bzw. das Kriterium von Schurz
meine (das eine leichte Verallgemeinerung auf Formelmengen im Antezedens ist).
Weingartners Klausel (3) ist eine zusétzliche Einschrankung, speziell konzipiert fir eine
Quantenlogik (so ist z.B. die Deduktion pC(qCr) F(pCa)(pLY) irrelevant nach Weingartner,
jedoch relevant nach Schurz). Die durch das Relevanzkriterium eingeschrankte klassische
Konsequenzrelation nennen wir relevante Deduktion.

Grundidee des Relevanzkriteriums ist folgende:

Eine gliltige Deduktion X | A ist irrelevant gdw es ein oder mehrere Vorkommnisse einer
Aussagenvariablen p in A gibt, sodal? p durch eine beliebige andere Aussagenvariable (an
diesen Vorkommnissen) ersetzt werden kann und die Deduktion gltig bleibt.

Zusatzlich kann man definieren: eine Formel A — B ist irrelevant gdw die Deduktion A | B
irrelevant ist.

p | p Oqistirrelevant, weil p | p OB ebenso gilt fiir jede beliebige Formel B;
q | p O-pistirrelevant, weil q | B O-B gilt fiir jede beliebige Formel B, etc.

® Schurz, Gerhard /Weingartner, Paul: Verisimilitude defined by relevant consequence-elements. A new
reconstruction of Popper’s original idea. In: What is closer-to-the-truth. Hrsg. von Kuipers, Th.: Amsterdam
(1987): 47-77.

" Weingartner, Paul: A logic for QM based on classical logic. In: L’Art, la science et la metaphysique. Hrsg.
von : Luz Garcia Alonso / Moutsopoulos, E. / Seel, G. (Hg.): Bern 1993: 439-458.

8 Schurz, Gerhard: Relevant deduction. From solving paradoxes towards a general theory. In: Erkenntnis
35(1991): 391-437.



Beispiele

(i) Formel und Deduktion 1 relevant nach Weingartner, Deduktion 1 und 2 relevant nach

Schurz:

Formel

pdg-p

pOp-p
pdp-a) - g
~gdp-q) - -p
()= q - p

p-p

p--p
(P-9)d@-r) - (p-1)
p0g - qCp

(P0o) E(pCr) — pL(gLr)

UXFX — [XFx

[XFx — Fa

Fa - [XFx
[Ox(Fx - Gx)Fa — Ga
Ox(FXOGX) — OxFx

Deduktion 1

pOalp

pOp|p
pdp-a) b
~q(p-a) }-p
(PO g Fp

plp

pl--p
(P-a)a-r) F(p-T)
p0q Falp

Deduktion 2
p,gfp
p,p-q fq

=0, p-q }-p
pg, -q Fp

P-q,q-r fpor
p.q Falp

(pCg)(pLC¥) | pO(qLl)

OXFx | OkFx
OxFx | Fa
Fa | OXFx
Ox(Fx - Gx)[Fa | Ga
Ox(FxOGX) | OxFx

Ox(Fx - Gx), Fa | Ga

(if) Formel und Deduktion 1 irrelevant nach Weingartner, Deduktion 1 und 2 irrelevant nach
Schurz (die unterstrichenen Variablen bzw. Pradikate kénnen beliebig ersetzt werden):

Formel

p-plg

-p - (p-0)

p- (4-p)
(p-0q) - (pLr-q)
plg - (pOn)(q 1)
pE p -9

pE p - p& p
pE p - g3 g
q-pEp
p-aEg

p- (p-p)

Deduktion 1 Deduktion 2
pFpOg

=p F(p-0)

pF@-p)

(P-q) | (pCr-q)

pg | (PN (B 1) p, 0. |- (PG 1)

pEp g p,-p. kg
PG p |p& p p,=p. FpE p
P p Fa3 g p,-p.Fa3 g
q Fp& p
plaz g

pl@®-p



OxFx — Ox(FXOGX) OxFx | Ox(FxOGX)

[XFXx — X(FXOGX) [XFx | CX(FXOGX)

OX(FX - GX) - Ox(FX[HX - GX) Ox(Fx - Gx) } Ox(FxOHX - GX)
[OX(FX - GXx) - Ox(Fx - GxOHX) OX(Fx - Gx) } Ox(Fx —» GX[CHX)
Fa — FalFb Fa | FalFb

Bemerkung 1. Logische Eigenschaften der relevanten Deduktion und Vergleich mit
Relevanzlogiken:

Im Vergleich zu den Relevanzlogiken von Anderson / BelnapElgiIt:
Deduktion Relevanzlogik Relevanzkriterium

p | plo gultig irrelevant

pg, =q }p ungaltig relevant

p= p Fa ungltig irrelevant

pE p fp gultig irrelevant

Ferner unterscheiden sich die relevante Deduktion und die durch Relevanzlogiken definierte
Konsequenzrelation in folgenden Punkten (das Komplement der relevanten Deduktion nennen
wir irrelevante Deduktion):

Eigenschaft Relevante Irrelevante  Relevanzlogisch def.
Deduktion  Deduktion  Konsequenzrelation

a) Abgeschlossenheit unter Substitution nein ja ja
b) Gultigkeit der AbschlulReigenschaft nein ja ja
c) Gultigkeit der Monotonie nein ja ja
d) Gultigkeit des Deduktionstheorems nein ja ja
wobei gilt:

a) | ist abgeschlossen unter Substitution gdw fur alle Substitutionen s gilt: X } A O
sX | sA; Gegenbeispiel fiir relevante Deduktion: p | p relevant, aber p& p | p& p ist
irrelevant.

b) die AbschluBeigenschaft ist giiltig far | gdw: Y } A fur alle A O X, und X | B O
Y | B; Gegenbeispiel fur relevante Deduktion: (pOg)Cr | pO(gCy) und

pL(qCr) | (pUg)(pCr) sind relevant, aber (pCg)Cr | (pOa) D(pLr) st irrelevant.
c) | ist monoton gdw: X | A O X, Y | A; Gegenbeispiel fir relevante Deduktion:

pCq | pChq ist relevant, aber p, pCg | pC ist irrelevant.

® Anderson, Alan Ross / Belnap, Nuel D.: Entailment: The logic of relevance and necessity. Vol. I. Princeton
1975.



d) das Deduktionstheorem ist gtiltig fiir | gdw: X, A } B O X } A - B; Gegenbeispiel fir
relevante Deduktion: g, p | p ist relevant, aber g | p — p ist irrelevant.

Problem 1: J. Schrédermgibt ein auf der Tableau-Methode basierendes Entscheidungsver-
fahren fir das Korner’sche Relevanzkriterium; dieses Kriterium lautet: eine Tautologie A ist
K-relevant gdw es kein Vorkommnis einer Teilformel B von A gibt, sodall die Formel A*, die
aus A durch Ersetzung dieses Vorkommnisses von B durch =B entsteht, eine Tautologie ist.
Frage: gibt es ein solches Entscheidungsverfahren auch fur den aussagenlogischen Teil des
Relevanzkriteriums von Weingartner / Schurz?

Wenn wir versuchen, das Relevanzkriterium auf Beweise in der Mengenlehre anzuwenden,
sind die Objekte unserer Untersuchung in erster Linie mathematische Beweise; da es
zumindest prinzipiell moglich sein sollte, jeden einzelnen Schritt eines solchen Beweises
anzugeben, fassen wir Beweise als Herleitungen in einem formalisierten Kalkil auf.
Prinzipiell hat man die Wahl zwischen Axiom-Regel-Kalkilen (Axiomatisierungen im Stil
von Hilbert-Frege) und Regel-Kalkilen (Naturliches Schlieen, Sequenzenkalkil). Aus
Grinden der Praktikabilitat entscheiden wir uns fur Regel-Kalkile, da in diesen Beweise
leichter aufzufinden sind (so gibt es fiir die Aussagenlogik ein effektives Verfahren, um von
einer herleitbaren Sequenz eine Herleitung derselben anzugeben).

Vgl. jedoch auch die Bemerkungen zu Axiomatisierungen im Stil von Hilbert-Frege am Ende
von Kapitel 1.

Wir verwenden in Kapitel 1 und 2 ein System des Natirlichen Schlielens bzw. des
Sequenzenkalkiils mit folgenden Eigenschaften:

Ist X eine (evtl. leere) endliche Formelmenge, so ist X | A eine Sequenz (Formeln aus X
heiBen Antezedensformeln, A heit Sukzedensformel; die intendierte Bedeutung von
X | Aist: wenn alle Antezedensformeln wahr sind, dann auch die Sukzedensformel).

Axiome sind Sequenzen der Gestalt A | A (falls relevant)

SchluBregeln X, A | B

sind u.a.: X FA - B Konditionaler Beweis (KB)

X |:A|a|

X | OxA[x] Universelle Generalisierung (UG) mit Variablenbedingung
(VB): die freie Variable a kommt unter dem Strich nicht mehr
vor

X LA

X FAOB  Addition (ADD)

10 Schroder, J.: Korner’s criterion of relevance and analytic tableau. In: Journal of Philosophical Logic
21(1992): 183-192.



Die Herleitbarkeit einer Sequenz wird induktiv definiert durch: jedes Axiom ist herleitbar;
sind die Pramissen einer SchluRregel herleitbar, dann auch die Konklusion.

Wir schreiben O | X oder X | O wenn wir betonen wollen, daf links bzw. rechts vom
Sequenzenzeichen | keine Formel steht.

Als zugrundeliegende axiomatische Mengenletﬂje wéhlen wir ein System von Zermelo-
Fraenkel, das in folgendem Detail von Suppes— abweicht: aus Griinden der Einfachheit
schlieRen wir Individuen explizit aus und kénnen so mit nur einer Sorte gebundener Variablen
arbeiten, wie z.B. auch H.-D. Ebbinghaus™.

Wir benutzen in Kapitel 1:

(Def O) OxOy(xOy o Oz (zOx - z0Oy)) Def. 3

und zusétzlich in Kapitel 2:

(Def n) OxOyu (X ny=uo 0z(zOu - zOx Oz Oy)) Def. 5
(Def O) OxOyOu (xOy=uo 0z(zOUu - zOx Oz Oy)) Def. 6

Damit diese Definitionen Sinn machen, bendtigt man das Separierungsaxiom(enschema) und
das Extensionalitatsaxiom, und fur (Def [0) noch eine Instanz des Separierungsaxioms,
namlich das (kleine) Vereinigungsmengenaxiom:

(Sep) OxCy0z (zOy « zOx O¢ (X))
(Union) OxOy[u0z (zOu « zOx Oz0Oy)
(Ext) OxOyOz ((zOx - zOy) - x=y)

Daraus lassen sich dann folgende Theoreme ableiten:

(Thn) OxOyOz (zOXxny o zOxOz0Oy) Theorem 12
(Th ) OxOyOz (zOxOy « zOx Oz Oy) Theorem 20

Diese Definitionen sind nach Suppes aufzufassen als zusatzliche Pramissen in der Ableitung
von Theoremen, sie sind. nicht-kreativ und definierte Zeichen lassen sich nach dem
Eliminierbarkeitskriterium™— in jeder Formel ersetzen (d.h. die Zermelo-Fraenkelsche
Mengenlehre ZF ist eine Theorie erster Stufe und alle Theoreme von ZF lassen sich mit Hilfe
der Klassischen Préadikatenlogik erster Stufe mit Gleichheit beweisen).

1 Suppes, Patrick: Axiomatic set theory. Princeton 1967. Hier und im folgenden beziehen sich alle Angaben
von Axiomen, Definitonen, Theoremen etc. auf dieses Buch.

12 Epbinghaus, Heinz-Dieter: Einfilhrung in die Mengenlehre. 3. Aufl. Mannheim 1994.

3 Suppes, Patrick: Axiomatic set theory. Princeton 1967: 16.



1 Sind Relevanzkriterien auf Beweise in der Mengenlehre anwendbar?

Nun geht es darum, das Relevanzkriterium auf Beweise in der Mengenlehre tatséchlich
anzuwenden. Betrachten wir dazu als erstes Beispiel folgendes Theorem der Mengenlehre
(Theorem 3 von Suppes):

Ox (x O x)

Zuerst missen wir das definierte Zeichens O eliminieren. Das Eliminierbarkeitskriterium von
Suppes lautet:

,»Criterion of Eliminability: A formula P introducing a new symbol satisfies the criterion of
eliminability if and only if: whenever Q; is a formula in which the new symbol occurhthen
there is a primitive formula Q., such that P - (Q; « Q) is derivable from the axioms.*

Primitive Formeln enthalten daher [J als einziges mengentheoretisches Symbol. Wir zeigen,
daR man durch Elimination des definierten Zeichens [0 aus [x (x O x) die Formel
(OxOz (zOx — z[x) erhalt.

P OxOy(xOy o Oz(zOX - zOYy)) = (Def D)
Q1 Ox (x O x)
Q- Ox0z (zOx - z[Ox)

Behauptung: |P - (Q1 « Q)
In der folgenden Beweisskizze (mit einigen zusatzlichen pradikatenlogischen Regeln) zeigen
wir, dal} gilt:

() P,Q: }Q:

(i) P,Q: | Q1

ad (i): Plalao~0Oz(zOa-z0Oa)
Plala- Oz(zOa - zOa)
Q: fala

alaala-0z(zOa-z0Oa)}Oz(zOa - zOa)
P.Qi}0z(z0Oa - zOa)
P,Q: | Q.

ad (ii) Q }0z(zOa - z0Oa)
PlOz(zDa-z0Oa) »ala
Oz(zOa-z0Oa),0z(z0Oa-z0a) -alalala
P,Q;}a0la
PIQ2|'Q1

% Suppes, Patrick: Axiomatic set theory. Princeton 1967: 16.
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Daher missen wir eine Herleitung der Sequenz O } OxOz (zOx — zOx) finden; eine
maogliche Herleitung kdnnte so aussehen:

1 wla }wOa relevantes Axiom
2. O fwOa - wha (KB) aus 1.
3. O } Dz (z0a - zOa) (UG) aus 2.
4 O } Ox Oz (zOx - zOx) (UG) aus 3.

Bis jetzt haben wir nur die Begriffe relevante Sequenz (bzw. Deduktion) und herleitbare
Sequenz zur Verflgung; gefragt ware ein Begriff wie relevanter Beweis oder relevante
Herleitung.

Definition - Vorschlag 1: Eine Sequenz X | A ist relevant herleitbar gdw es eine Herleitung
von X | A gibt, in der keine irrelevanten Sequenzen auftreten, d.h. wenn jede auftretende
Sequenz relevant ist.

Wir stehen hier vor folgendem Problem:

In einer Herleitung von Sequenzen treten im allgemeinen Sequenzen der Form X | O bzw.
O | A auf, d.h. Sequenzen, wo rechts bzw. links vom Sequenzenzeichen keine Formel steht;
das Relevanzkriterium jedoch wurde fir Anwendungen konzipiert, wo die beiden betrachteten
Spezialfélle nicht auftreten. Wiirde man das Kriterium hier anwenden, wéren Sequenzen der
Form X | O stets relevant (da es kein Vorkommnis einer Aussagenvariablen rechts von |
gibt), Sequenzen der Form O | A stets irrelevant (da die betrachtete Logik abgeschlossen
unter Substitution ist).

Dies wiirde bedeuten, daB die Sequenz O | OxOz (zOx — z[Ox) nicht relevant herleitbar ist
nach obigem Vorschlag 1.

Man kann eine Logik L auffassen (i) als Formelmenge oder (ii) allgemeiner als
Konsequenzrelation |, d.i. eine Relation zwischen Formelmengen und Formeln; Konsequenz-
relationen | erzeugen i.a. Logiken im Sinn von Formelmengen durch: A O L(}) gdw O } A
(A heiflt dann auch beweisbar in |; im allgemeinen gibt es viele solche Relationen |, die eine
gegebene Formelmenge erzeugen; allerdings gibt es flr jede Logik L nur eine einzige
derartige Relation, fir die auch gleichzeitig das Deduktionstheorem gil

Das Problem des Relevanzkriteriums, das ich hier sehe, kann man so formulieren: es erzeugt
keine Formelmenge, oder anders ausgedrickt: der Begriff der Beweisbarkeit 188t sich fur die
relevante Deduktion nicht befriedigend definieren.

!> Rautenberg, W.: Klassische und nichtklassische Aussagenlogik. Braunschweig 1979.
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Bemerkung 2:

O F Aist relevant gdw A relevant ist, wére auch keine Losung, da das Kriterium im besten
Fall relevante Implikationen erzeugt, was auch zuwenig ist, da man beliebige Formeln A in
O A zulassen muB.

Bemerkung 3:
Dasselbe Problem wirde auch auftreten, wenn man in Ox (x [0 x) das definierte Zeichen [
nicht eliminiert und versucht, (Def O) | Ox (x O x) herzuleiten:

P OxOy(xOy o Oz(zOX - zOYy)) = (Def D)
Q1 Ox (x O x)

Beweisskizze einer Herleitung von P |- Qq:

PlOz(zOa—-z0Oa) -ala
wOafwOa
FwOa - wDOa
I0z(zOa - zDOa)
Oz(zOa-z0Oa),0z(z0Oa-z0a) -alalala
Plala
PFQ

Bemerkung 4:

Ein in gewissem Sinne komplementédres Problem zum oben genannten ist folgendes:
normalerweise gilt fur eine (klassische) Konsequenzrelation | und fiir eine beliebige
widerspruchsvolle Formel O: O | A fir jede Formel A (O heiB3t dann auch | -inkonsistent);
fur die relevante Deduktion hingegen gilt hingegen O | A fir keine Formel A, da das Prinzip
ex falso quodlibet irrelevant ist, wie wir gesehen haben.

Was hindert uns nun, das naive Komprehensionsprinzip (Kom) CyOx (xOy « ¢(x)) als
Axiom zu nehmen; wie wir wissen, ist dieses Prinzip widerspruchsvoll, d.h. (Kom) | A ist
zwar herleitbar fir jede Formel A, aber irrelevant fur jede Formel A.

Das Problem des Relevanzkriteriums, das ich hier sehe, kann man so formulieren: es blockiert
jede Herleitung aus einem Widerspruch, oder anders ausgedruckt: der Begriff der Konsistenz
fur die relevante Deduktion bedarf der Klarung.
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Bemerkung 5:

In Axiomatisierungen im Stil von Hilbert-Frege steckt man die Information Uber eine Theorie
nicht in die Regeln, sondern in Axiome.

Ein Beweis einer Formel B ist hier eine Formelfolge As, Ay, ..., Ay, fur die gilt: jedes der A; ist
entweder ein Axiom oder aus vorhergehenden Folgengliedern mit Modus Ponens (MP) oder
Universeller Generalisierung (UG) ableitbar, und A, ist B ((UG): ist A[a] beweisbar, dann
auch OxA[x], mit der Variablenbedingung (VB): die freie Variable a kommt in OOXxA[X] nicht
mehr vor):

Ein Beweis von [O0x[0z (zOx — z[x) kdnnte so aussehen:

1. wla - wla Aussagenlogik
2. Oz (zOa - z[a) (UG) aus 1.

3. Ox0z (zOx — z[x) (UG) aus 2.
Probleme:

a): Das bereits angesprochene Problem der Praktikabilitat: zum tatsdchlichen Auffinden von
Beweisen sind Axiom-Regel-Kalkile sehr schwerfallig und umsténdlich, da man hier mit nur
wenigen SchluBBregeln auskommen muf3.

b) Der Beweis von p — p (siehe Punkt 1. des obigen Beweises) aus den Standardaxiomen
benutzt das irrelevante Axiomp - (q — p).

c) Wir haben hier nur den Begriff der beweisbaren Formel zur Verfiigung, und nicht den
Begriff der relevanten Formel in voller Allgemeinheit (sondern nur im besten Fall den Begriff
der relevanten Implikation). Der Begriff des relevanten Beweises scheint mir hier schwerer zu
fassen als in Regel-Kalkiilen, da eine Definition der Art: A ist relevant beweisbar gdw es
einen Beweis von A gibt, in dem nur relevante Formeln vorkommen, daher von vorneherein
ausscheidet.

Es ware hochstens folgendes moglich: A ist relevant beweisbar gdw es einen Beweis von A
gibt, in dem keine irrelevante Formel vorkommt.

d) Analoges gilt, wenn man [x (x [J x) aus (Def ) beweist.
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2 Welche Theoreme der Booleschen Mengenalgebra sind relevant herleitbar?

Versuchen wir, die Definition des Relevanzkriteriums etwas zu modifizieren, und nennen wir
Sequenzen der Form X | O bzw. O | A neutral; das urspriingliche Relevanzkriterium
wenden wir nur auf Sequenzen X | A an, wenn X # O ist und A wirklich auftritt; d.h. wir
definieren:

X |-A ist relevant gdw X # [ ist, A wirklich auftritt und relevant ist nach dem urspringlichen
Relevanzkriterium;

X | A ist irrelevant gdw X # O ist, A wirklich auftritt und irrelevant ist nach dem
ursprunglichen Relevanzkriterium;

sonst ist X | A neutral.

Definition - Vorschlag 2: X | A ist relevant herleitbar gdw es eine Herleitung von X | A
gibt, in der keine irrelevanten (im Sinn von oben) Sequenzen auftreten.

Dies bedeutet nicht, dal3 alle auftretenden Sequenzen relevant sind, da sie auch neutral sein
kdnnen; das erste Beispiel aus Kapitel 1 ware dann relevant herleitbar nach obigem Vorschlag
2. Wie steht es nun mit anderen Beispielen? Erinnern wir uns, daB jedes Relevanzkriterium
bestimmte Deduktionen als irrelevant aussondert, inshesondere die Deduktion p | p Og, und
betrachten wir als zweites Beispiel folgendes Theorem der Mengenlehre (Theorem 25 von
Suppes):

Ox Oy (x Ox Oy)

Zuerst missen wir die definierten Zeichen [ und O eliminieren; wir zeigen, dall man durch
Elimination der definierten Zeichen O und [0 aus Ox Oy (x O x O y) die Formel
OxOyOz (zOx — zOx OzLOy) erhalt:

Py OxOy(xOy o Oz (zOx - z0Oy)) = (Def 0O)
P, OxOyOu (xOy=uo 0z(zOu - zOx Oz Oy)) = (Def O)
Q1 Ox Oy (x Ox Ovy)

Q2 OxOyOz (zOx — zOx OzOy)

Behauptung: | Py OP; - (Q1 « Q)
In der folgenden Beweisskizze zeigen wir, daB gilt:

() Py, P2, Q1 }F Q2

(i) P, P2, Q2 F Q1

ad (i): P, faOb=alOb - 0z(zOaOb - zOaOzOb)
FaOb=alOb

P, }Oz(zOaOb - zOaOzOb)
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P, fwOalOb o wOaOwOb

P, falaOb - 0Oz(zOa - zOalOb)
Q: FaDaOb

P]_,Q]_ |-WDa—>WDan

P, P, Qi fwla-wDOaOwOb

P1, P2, Q1 | Q2

Bemerkung zur Einsetzung von a [ b als Term flr u bzw. y: auch Suppes verwendet dieses
Prinzip, z.B. beim Beweis von Theorem 12™.

ad (ii): P, }0z(zOa—~z0OaOb) ~alaOb
P, fwOaOwOb -~ wDOalOb
Q fwOa-wDOaOwOb
Pz,Qz |-WDa—>WDan
P, Q:}0z(z0a - zOaOh)
Py, P2, Q2 |-aDan
Py, P2, Q2 } Q1

Daher miissen wir eine Herleitung der Sequenz O } OxOyOz (zOx — zvx O z[Oy) finden;
eine mogliche Herleitung kdnnte so aussehen:

1. wla | wla relevantes Axiom
2. wla | wla OwOb (ADD) aus 1.

3. O fwOa - wOa OwOb (KB) aus 2.

4, O } Dz (z0a - zOa Oz0Ob) (UG) aus 3.

5. O } Dy Oz (zOa - zOa Oz0y) (UG) aus 4.

6. O } OxOyOz (zOx — zOx Oz0Oy) (UG) aus 5.

Wir sehen uns (vorlaufig, siehe auch Kapitel 4) mit folgender Tatsache konfrontiert:

Wir brauchen zur Herleitung der Sequenz O |} OxOyOz (zOx — zOx O zOy) in unserem
Kalkul das Prinzip der Addition (ADD) und das fihrt zur irrelevanten Sequenz 2.
wla | wOa O wib, die von der Form p | p O q ist; dies bedeutet, da® die Sequenz
O } OxOyOz (zOx — zOx OzOy) nicht relevant herleitbar ist nach obigem Vorschlag 2.

Bemerkung 6:
Dieses Prinzip braucht man auch, wenn man (Def 0), (Def O) } Ox Oy (x O x O y) herleitet:

Py OxOy(xOy o Oz (zOx - z0Oy)) = (Def 0O)
P, OxOyOu (xOy=u o Oz(zOu - zOx Oz Oy)) = (Def O)
Q1 Ox Oy (x Ox Oy)

16 Suppes, Patrick: Axiomatic set theory. Princeton 1967: 25.
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Beweisskizze einer Herleitung von Py, P, | Qu:

P, }0z(zOa—~z0OaOb) ~alalhb
P, fwOaOwOb -~ wDOaOb
wOafwOa
wOafwOaOwOb
fwDOa -~ wOaOw0Ob
P, fwOa-w0OaOb
P, }Oz(zOa -~ zOaOh)
Pl,P2|-aDan
Py, P2} Qs

Bemerkung 7:
Das Relevanzkriterium trifft nicht Formeln vom Typ Ux (Fx — Fx O Gx); diese Formel ist
allerdings nicht relevant herleitbar, wie wir oben gesehen haben.

Allgemeiner formuliert stehen wir vor folgender Tatsache:

(i) Ausgangssituation:
A und B seien nur aus Cund Caufgebaut und die Deduktion A | B sei irrelevant, so z.B.:

p FpOg
(PCo)Cr | (pC)O(pL)

speziell fur WeingartnerEl. p(qCr) |} (pUy)(pLCr)

(i) Ubersetzung in die mengentheoretische Sprache:

man bildet die entsprechenden Ubersetzungen in die mengentheoretische Sprache, indem man
Odurch O, Odurch n, | durch O und verschiedene Aussagenvariable durch verschiedene
Mengenvariable ersetzt (und universell generalisiert):

xOxOy
(xOy)nt O (xOy)n (xt)
xn (yOt) O (xny)d(xnt)

(iii) Elimination der definierten Zeichen:
Nach Elimination der Zeichen O, n und O erhdlt man die Formeln (bzw. den universellen
Abschlul3):

Oz (zOx - zOx[ZzOy)

Oz ((zOx[zOy) (20t - (zOxCz0Oy) (zOxCzC))

Oz (zOxO(zOyzOt) - (zOxzOy) C(zOx CzOt))

" Weingartner, Paul: A logic for QM based on classical logic. In: L’Art, la science et la metaphysique. Hrsg.
von : Luz Garcia Alonso / Moutsopoulos, E. / Seel, G. (Hg.): Bern 1993: 439-458.
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(iv) Frage nach der relevanten Herleitbarkeit:

die entsprechenden Sequenzen sind dann analog wie oben nicht relevant herleitbar, da man
zur Herleitung gerade die irrelevanten Deduktionen bendtigt; die mengentheoretischen
Formeln sind ja gerade so konstruiert, daB sie die irrelevanten Deduktionen widerspiegeln.
Kurz gesagt: Boolesche Mengenalgebra ist Aussagenlogik, und wenn man die Aussagenlogik
einschréankt, schrankt man auch die Boolesche Mengenalgebra ein.

Betrachten wir am Schlull dieses Kapitels als drittes Beispiel folgendes Theorem der
Mengenlehre (Theorem 6 von Suppes):

OxOyOt(x Oy Oy Ot —» xOt)

Wir zeigen, daB man durch Elimination des definierten Zeichens [ aus
OxOyOt (x Oy Oy Ot — x Ot) folgende Formel erhélt:
OxOy0t (Oz(zOx - zOy) O 0z(zOy - zOt) - Oz(zOx - zOt))

P OxOy(xOy o Oz (zOx - z0Oy)) = (Def O)
Q1 OxOyOt(x Oy Oy Ot - xOt)
Q2 OxOy0t (Oz(zOx - zOy) 0 0z(zOy - zOt) - Oz(zOx - zOt))

Behauptung: |P - (Q1 « Qo)
In der folgenden Beweisskizze zeigen wir, daf gilt:

(i) P,Q1 }Q
(i) P,Q: } Qu

PltaOb o Oz(zOa - zOb)

PtbOco Oz(zOb - z0Oc)

PltalOco Oz(zOa - zOc)

Q: FaObObOc - alc
Q:}0z(zOa - zOb)OOz(zOb - z0Oc¢) -~ Oz(zOa - zOc)

Daher miissen wir eine Herleitung der Sequenz

O } OxOyOt (Oz(zOx - z0Oy) 0 0z(z0y - z0Ot) - Oz(z0x - zOt)

finden; eine mogliche Herleitung kdnnte so aussehen, wobei wir folgende zusatzliche Regeln
benotigen:

X, Alt) FC
X, OxA(X) FC (O0L), wobei t ein beliebiger Term ist

X,ABC
X,AlB | C (CL)
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1. wla — wOb, wOb — wlc |wOa - wic relevante Deduktion
2. wla — wib, Oz(zOb - zOc) FwOa - wic (OL) aus 1.
3. Oz(z0a — zOb), Oz(zOb — zOc) FwOa — wic (CL) aus 2.
4, Oz(zOa — zOb), Oz(zOb - zOc) | Oz(zOa — zOc) (UG) aus 3.
5. Oz(z0a — zOb) O 0z(zOb — zOc) | Oz(zOa - zOc) (CL) aus 4.
6. 0 } DOz(zDa - zOb) 0 0z(zOb — zOc) — Oz(zDa — zOc) (KB) aus 5.
7. O } OxOyOt (Oz(zOx - zOy) [ z(z0y - z0Ot) - Oz(zOx - zOt)) dreimal (UG) aus 6.

Dies bedeutet, dall diese Sequenz relevant herleitbar ist, vorausgesetzt allerdings, dal der
KettenschluB (Ket) p—d, q—r | p—r relevant herleitbar ist (was am Ende von Kapitel 4.1.4
flr einen Sequenzenkalkil auch gezeigt wird) .

Betrachten wir nochmals das erwéhnte Gegenbeispiel zur AbschluBeigenschaft der relevanten
Deduktion; wie wir gesehen haben, sind zwar

(B1) (pCo)Cr |pO(gEy) und
(B2) pO(qCr) | (pC)(pLr) beide relevant, aber

(B3)  (pUo)Cr H( pCg)(pLr) ist irrelevant
Unter der Voraussetzung, daB (B1) und (B2) relevant herleitbar sind (was ebenfalls am Ende
von Kapitel 4.1.4 fiir einen Sequenzenkalkiil gezeigt wird), waren nach obigem Ubersetzungs-

argument auch die entsprechenden mengentheoretischen Formeln (bzw. deren universelle
Abschliisse):

(xOy)nt O xO(ynt) und
xO(ynt) O (xOy)n (xOt)

relevant herleitbar; nach dem obigen Ubersetzungsargument kann aber

(xOy)nt O (xOy)n (xOt)
nicht relevant herleitbar sein, da man dazu die irrelevante Deduktion (B3) benétigt.
Fassen wir zusammen: unter der VVoraussetzung, daB (Ket), (B1) und (B2) relevant herleitbar
sind, sind folgende mengentheoretischen Formeln relevant herleitbar (bzw. deren universelle
Abschliisse):

xOyOyUOt - xOt

(xOy)nt O xO(ynt)

xO(ynt) O (xOy)n (xOt)

folgende Formel (bzw. ihr universeller AbschluR) jedoch nicht:

(xOy)nt O (xOy) n (xOt)
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Setzen wir fur X, y und t beliebige feste Mengen a, b und ¢ ein und kiirzen wir (allb)nc mit q,
ald(bnc) mit B und (aldb)n (aldc) mit y ab, hatten wir folgende paradoxe Situation:

O FOxOyOt(x Oy Oy Ot - xOt)
O baOP
OFpOy

sind relevant herleitbar, hingegen
O baOy
nicht; (in der Aussagenlogik entspricht dies der Tatsache, daB | nicht abgeschlossen unter

Substitution ist; so ist (Ket) zwar relevant, aber nicht jede Substitutionsinstanz); dies fuhrt uns
zu der Frage, ob wirklich alle der erwahnten relevanten Deduktionen

P-q,q-r fp-r
(pOY)Cr | pLiqL)
pOX(Q) | (pOa)(pLC)

relevant herleitbar sind.

Problem 2: Kann man unter solchen Voraussetzungen “vernunftige’ Mengenlehre betreiben?
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3 Vorlaufige Zusammenfassung und offene Probleme

Wir beschraken uns auf das Relevanzkriterium von Weingartnerm, Klausel (1) und (2) bzw.
von Schurz™:

~Assume X | A. Then A is a relevant conclusion of X iff no predicate in A is replaceable on
some of its occurrences by any other predicate of the same arity, salva validitate of
X | A. Otherwise, A is an irrelevant conclusion of X.*

Angewendet wird dieses Relevanzkriterium auf Herleitungen in einem Regel-Kalkil
(Nattrliches Schliel3en oder Sequenzenkalkl) fir ein System dEEIfI axiomatischen Mengenlehre
nach Zermelo-Fraenkel, das in folgendem Detail von Suppes™ abweicht: aus Griinden der
Einfachheit schlieBen wir Individuen explizit aus und koénnen so mit nur einer Sorte
gebundener Variablen arbeiten.

Wir haben durch das Relevanzkriterium den Begriff der relevanten Sequenz (bzw. Deduktion)
zur Verfligung, durch einen Regel-Kalkil den Begriff der herleitbaren Sequenz. Gesucht wére
ein Begriff wie der einer relevant herleitbaren Sequenz.

Ein erster Definitionsversuch wére folgender: Eine Sequenz X | A ist relevant herleitbar gdw
es eine Herleitung von X | A gibt, in der keine irrelevanten Sequenzen auftreten, d.h. wenn
jede auftretende Sequenz relevant ist.

Dieser Versuch scheitert, da in einer Herleitung von Sequenzen im allgemeinen Sequenzen
der Form X | O bzw. O } A auftreten, d.h. Sequenzen, wo rechts bzw. links vom
Sequenzenzeichen keine Formel steht; das Relevanzkriterium jedoch wurde fir Anwendungen
konzipiert, wo die beiden betrachteten Spezialfélle nicht auftreten. Wirde man das Kriterium
hier anwenden, waren Sequenzen der Form X | [ stets relevant (da es kein Vorkommnis
einer Aussagenvariablen rechts von | gibt), Sequenzen der Form O | A stets irrelevant (da
die betrachtete Logik abgeschlossen unter Substitution ist). Dies wirde bedeuten, daR die
Sequenz O } Ox (x O x) nicht relevant herleitbar ist nach obigem Vorschlag .

Als Reaktion darauf modifizieren wir das Relevanzkriterium wie folgt:

X |-A ist relevant gdw X # [ ist, A wirklich auftritt und relevant ist nach dem urspringlichen
Relevanzkriterium;

X | A ist irrelevant gdw X # O ist, A wirklich auftritt und irrelevant ist nach dem
ursprunglichen Relevanzkriterium;

sonst ist X | A neutral.

Wir definieren: X | A ist relevant herleitbar gdw es eine Herleitung von X | A gibt, in der
keine irrelevanten (im Sinn von oben) Sequenzen auftreten.

18 Weingartner, Paul: A logic for QM based on classical logic. In: L’Art, la science et la metaphysique. Hrsg.
von : Luz Garcia Alonso / Moutsopoulos, E. / Seel, G. (Hg.): Bern 1993: 439-458.

19 Schurz, Gerhard: Relevant deduction. From solving paradoxes towards a general theory. In: Erkenntnis
35(1991): 391-437.

20 Suppes, Patrick: Axiomatic set theory. Princeton 1967.
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Dies bedeutet nicht, dal3 alle auftretenden Sequenzen relevant sind, da sie auch neutral sein
kdnnen; das obige Beispiel ware dann relevant herleitbar nach dieser Definition.

Allerdings sehen wir uns dann (vorlaufig) mit der Tatsache konfrontiert, dal3 einfache
Theoreme der Booleschen Mengenalgebra nicht relevant herleitbar sind; dies wird fur
O } Ox (x O x O y) explizit demonstriert und mit Hilfe eines Ubersetzungsarguments auf
eine ganze Klasse von mengentheoretischen Theoremen verallgemeinert.

Offenes Problem 2: Kann man unter solchen Voraussetzungen ‘verniinftige’ Mengenlehre
betreiben?

Anhand eines dritten Beispiels wird folgende paradoxe Situation aufgezeigt: unter der
Voraussetzung, daB bestimmte relevante Deduktionen relevant herleitbar sind, gibt es Mengen
o, Bund y, soda® O | OxOyOt x Oy Oy Ot - x0Ot, 0 FaOPpund
O } B O yrelevant herleitbar sind, hingegen O | a O y nicht.

Offenes Problem 3: Sind alle relevanten Deduktionen relevant herleitbar?
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4 Sind alle relevanten Sequenzen relevant herleitbar?

In diesem zweiten, etwas technischeren Teil mdchte ich einige Préazisierungen vornehmen und
die bisherigen Argumentationen auf eine fundiertere beweistheoretische Basis stellen.

Im Zentrum unserer Untersuchung steht die Frage von Gerhard Schurz, ob jede relevante
Sequenz eine relevante Herleitung hat:

,»An important question is this: does every relevant deduction have a proof consisting only of
relevant steps, or are there some relevant deductions which are only provable with the help of
irrelevant steps? The former alternative would be an argument in favour of %Ji.(jwing Fasa
‘deviating’ deduction relation, the latter would be a strong argument against it.*

1. Prézisierung
Wir werden uns bei der Beantwortung dieser Frage hauptséchlich auf die Aussagenlogik
konzentrieren, und nur einige wenige Anmerkungen zur Pradikatenlogik machen.

2. Prézisierung

Wir werden wie bisher nur ‘reine’ Regel-Kalkiile in Betracht ziehen, d.h. Sequenzenkalkiile
oder Systeme des Nattirlichen SchlieBens mit p | p (bzw. A } A) als Axiome und. keine
gemischten Systeme wie die Systeme fir das Naturliche Schliefen in Czermak™ bzw.
Schurz™, wo auch bestimmte nichttriviale Deduktionen als Axiome genommen werden.

3. Prézisierung

Es ist notwendig, zwischen Sequenzenkalkiilen und Systemen des Naturlichen Schliel3ens zu
unterscheiden, da diese wesentlich in der Formulierung der Regeln voneinander abweichen.
Ein weiterer Unterschied liegt darin, dal3 im Natlrlichen Schlieen nur Sequenzen der Form
X F A vorkommen, in Sequenzenkalkilen jedoch auch Sequenzen der Form X |Y, wo Y aus
mehreren Formeln bestehen kann. In den bisherigen Beispielen kommen wir auch im
Sequenzenkalkiil mit Sequenzen der Form X |} A aus, und alle dort verwendeten Regeln
gelten sowohl im Sequenzenkalkil als auch in Systemen des Naturlichen SchlieRens.

4. Prézisierung

Fir Sequenzenkalkile muR daher die Definition der Relevanz modifiziert werden:

Eine gultige Sequenz X | Y ist irrelevant (nach Weingartner / Schurz) gdw es ein oder
mehrere Vorkommnisse einer Pradikatenvariablen P (einer Aussagenvariablen p) in Y gibt,
sodalR P (p) durch eine beliebige andere Préadikatenvariable (Aussagenvariable) an diesen
Vorkommnissen ersetzt werden kann und die Sequenz gultig bleibt.

2 Schurz, Gerhard: Relevant deduction. From solving paradoxes towards a general theory. In: Erkenntnis
35(1991): 414.

22 Czermak, Johannes: Logik-Skriptum. Salzburg o. J.

2 Schurz, Gerhard: Logik-Skriptum. Salzburg o.J.
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5. Prézisierung

Gegeben eine Sequenz X |} Y; wenn in jeder maglichen Herleitung von X | Y in einem
Regel-Kalkul eine irrelevante Sequenz Z | U auftritt, wo Z # 0 und U # [ ist, dann ist
X }Y nicht relevant herleitbar.

Gesucht ist entweder eine relevante Sequenz X | Y, wo X # O und Y # O ist, die nicht
relevant herleitbar ist oder ein Beweis, dal es keine derartige Sequenz gibt.
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4.1 Sequenzenkalkile
4.1.1 Erste Formulierung eines Sequenzenkalkils und Einfiihrung in das Hauptproblem

6. Préazisierung
Formulierﬂg eines Sequenzenkalkils fir die Aussagenlogik in der Mengenversion nach
Sundholm==

Sind X und Y (evtl. leere) endliche Formelmengen, so ist X | Y eine Sequenz; wir schreiben
A, X fir {A} O X etc.

Axiome sind alle Sequenzen der Form p } p;

SchluBregeln:
Logische Regeln:

AB X |Y XFY.,A X}Y.B

ADOB, X }Y (OL) X }FY AOB (OR)
AX}EY B.X}FY XFY,AB

AOB, X }Y (OL) X }FY AOB (OR)
XY, A B.X}FY A X}Y, B

A-BX}Y (- L) X}Y,A-B (-
R)
XY, A A XY
-A XY (- L) Xty -A (- R)
StrukturschluRregeln:
XY XY
A XY (AB L) XFY, A (AB R)
B k :
emerkung 8 =

Dieser Kalkul weicht in folgendem Detail von Sundholm™ ab: Sundholm verwendt als
Axiome Sequenzen der Form A, X | Y, A und verzichtet auf die Abschwéachungsregeln
(AB L) bzw. (AB R); beide Systeme sind &quivalent: in unserem System sind alle Sequenzen

24 sundholm, Goran: Systems of deduction. In: Handbook of philosophical logic. Vol. I: Elements of classical
logic. Hrsg. von Gabbay, Dov M.. / Guenthner, F. Dordrecht 1983: 133-188.
% Sundholm, Goran: Systems of deduction. In: Handbook of philosophical logic. Vol. I: Elements of classical
logic. Hrsg. von Gabbay, Dov M.. / Guenthner, F. Dordrecht 1983: 133-188.
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der Form A | A herleitbar, wie man durch Induktion nach der Komplexitat von A zeigen
kann; mit (AB L) und (AB R) sind dann auch alle Sequenzen der Form
A, X |- Y, A herleitbar; umgekehrt kann man die Abschwaéchungsregeln bis in die Axiome
vorverlegen.

Versuchen wir nun, die relevante Sequenz p 0 g, —=q | p (Disjunktiver Syllogismus) in
unserem Sequenzenkalkil herzuleiten (zu lesen von unten nach oben):

Maglichkeit (i): pOq fp q
plpa qfpaq
plp q kg
Moglichkeit (ii): p,~q }p q,-q}p
pFp g, -q |
qFqg

Wir haben dabei folgende Tatsachen benditzt:

(A) Der Sequenzenkalkdl fir die Aussagenlogik ist vollstandig, d.h. jede glltige Sequenz ist
herleitbar.

(B) Der Sequenzenkalkdl fur die Aussagenlogik ist algorithmisch entscheidbar, d.h. es gibt ein
effektives Verfahren, um von jeder Sequenz zu entscheiden, ob sie herleitbar ist oder nicht;
dieses Verfahren liefert einen Algorithmus, um fir jede herleitbare Sequenz eine Herleitung
derselben anzugeben.

Fir unser Beispiel bedeutet dies:

p Oq, ~q | p ist allgemeingultig, also herleitbar; um eine Herleitung zu finden, geht man von
der Sequenz aus und wendet die Regeln von unten nach oben an (d.i. der wohlbekannte
Tableau-Kalkiil); p O g, =q | p enthdlt zwei logische Zeichen, also kommen als letzte
Regelanwendungen nur (OJ L) oder (= L) in Frage (abgesehen von Anwendungen der
Abschwachungsregeln, die aber zu ungultigen Sequenzen fiihren wirden); indem man auf
diese Weise fortfahrt, gelangt man schlieRlich nach endlich vielen Schritten zu
Ausgangssequenzen; im Sequenzenkalkil enthdlt also jede herleitbare Sequenz die
Information uber ihre eigene Herleitbarkeit.

Wie wir gesehen haben, treten in beiden mdglichen Herleitungen irrelevante Sequenzen der
Form Z } U auf, wo Z # O und U # O ist. Sind das aber wirklich alle moglichen
Herleitungen?

Betrachten wir die Regeln, stellen wir folgendes fest: alle logischen Regeln sind von der
Eigenschaft, dal} die Konklusion ein logisches Zeichen mehr enthalt als die Pramissen; wenn
wir nun die Regeln umdrehen und den umgekehrten Weg gehen, kommen stets nur endlich
viele Mdglichkeiten in Betracht und das Verfahren bricht wegen dieser Eigenschaft nach
endlich vielen Schritten ab.
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Nun enthalt ein Sequenzenkalkil ublicherweise auch folgende sog. Schnitt-Regel (CUT):

XFY.A AX}Y
X bY (CuT)

Dies ist die einzige Regel, die Information verschluckt; wenn man jetzt Herleitungen
zurlckverfolgt, hat man unendlich viele Mdglichkeiten, da die Schnittformel A beliebig sein
kann.

Nimmt man diese Regel zum urspringlichen Kalkil hinzu, sind trotzdem nicht mehr
Sequenzen herleitbar, denn fir die Aussagenlogik gilt der sog. Hauptsatz von Gentzen oder
Schnitteliminationssatz:

(C) Jede Sequenz, die im Kalkul mit der Schnittregel herleitbar ist, ist auch im Kalkil ohne
Schnittregel herleitbar.

Daraus folgt
(D) der Satz Uber die Teilformeleigenschaft: Ist H eine schnittfreie Herleitung der Sequenz
X | Y, sosind alle in H vorkommenden Formeln Teilformeln von Formeln in X, Y.

Wie aber sieht es mit der relevanten Herleitbarkeit aus? Als erstes Zwischenergebnis kénnen
wir ja nur festhalten:

Fur die erste Formulierung des Sequenzenkalkiils gibt es eine relevante Sequenz X | Y mit
X # O undY # O, namlich p Oq, =q |} p, sodaB in jeder schnittfreien Herleitung von X | Y
irrelevante Sequenzen Z | U mit Z # 0 und U # O auftreten.

Das Hauptproblem ist es, dies flr jede mdgliche Herleitung zu zeigen; dies wére gezeigt,
wenn sich folgender Schnitteliminationssatz fur relevante Herleitungen beweisen liele:

Hat eine Sequenz eine relevante Herleitung, dann hat sie eine relevante Herleitung ohne
Anwendung der Schnittregel.

Oder préaziser: Wenn X }Y eine Herleitung hat, in der keine irrelevanten Sequenzen der Form
Z FUmitZ# O und U # O auftreten, dann hat X | Y eine Herleitung ohne Anwendung der
Schnittregel mit derselben Eigenschaft.

Fur die obige Formulierung der Schnittregel 14t sich dies in der Tat sehr leicht zeigen, denn
angenommen, in einer Herleitung von X |} Y wird einmal die Schnittregel in folgender Form
angewendet:

X FYL A AX}Y
XY
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1.Fall: X* # 0 und Y* # O: da X* | Y” herleitbar ist, ist mit (AB R) auch X" } Y’, sA
herleitbar fiir jede Substitution s; dann ist aber X | Y*, A irrelevant;

2. Fall: X*# 0 und Y” = O: da X* | herleitbar ist, ist mit (AB R) auch X* | sA herleitbar fr
jede Substitution s; dann ist aber X | A irrelevant;

3. Fall: X> =0 und Y’ # O: da | Y’ herleitbar ist, ist auch | sY” herleitbar fiir jede
Substitution s und mit (AB L) auch A | sY’; dann ist aber A | Y” irrelevant.

Dabei ist eine Substitution s eine Funktion von der Menge WFF der wohlgeformten Formeln
nach WFF mit folgenden Eigenschaften: s= A = =sA, s(A[B) = sAL$B flr jeden zweistelligen
Junktor [ s ist festgelegt durch die Werte sp flr alle p O AV.

Als zweites Zwischenergebnis kénnen wir nun festhalten:

Fir die erste Formulierung des Sequenzenkalkiils gibt es eine relevante Sequenz X | Y mit
X# 0 und Y # 0O, namlich p Oq, =g } p, sodaR in jeder moglichen Herleitung von X | Y
irrelevante Sequenzen Z |} U mit Z # O und U # O auftreten.

Denn gabe es eine Herleitung von p 0 g, =q | p, in der keine irrelevanten Sequenzen der
Form Z | U mit Z # O und U # O auftreten, ware diese schnittfrei; aber wir haben alle
schnittfreien Herleitungen schon tberpruft.

Allerdings muB ich gleich folgende Einschrénkung machen:

Die Tatsache, dalR wir so leicht ein solches Beispiel gefunden haben, und daR wir die
Schnittelimination fiir relevante Herleitungen so leicht zeigen konnten, liegt wesentlich an der
Formulierung der Regeln, wie wir nun sehen werden.
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4.1.2 Zweite Formulierung eines Sequenzenkalkiils

6. Préazisierung, Variante 2

Formuli%ng eines Sequenzenkalkils fur die Aussagenlogik in der Folgenversion nach
Heindorf™:

Sind X und Y (evtl. leere) endliche Formelfolgen, so ist X | Y eine Sequenz;

Axiome sind alle Sequenzen der Form p } p;

SchluBregeln:
Logische Regeln:

A XY XFY,A Z}UB
AOB,X }Y (OL1) X,Z}Y,U AOB (OR)
B,XI:Y
AOB,X }Y (OL2)
AX}tY BZLU XFY, A
AOB,X,Z}Y,U (OL) X}+Y,AOB (OR1)
XtHY,B
X}+Y,AOB (OR2)
XFY.A BZ}U AX}Y,B
A-BX2Z}Y,U (- L) X}FY,A-B (- R)
X}Y. A A XY
-A X }Y (- L) XFY,-A (= R)

StrukturschluRregeln:

XI:Y XI;Y

A, X |-Y (ABL) X |-Y,A (AB R)
A,A,XI:Y XEY,A A

A, X |-Y (KU L) X |-Y,A (KUR)
X,A,B,X’[—Y X[—Y,A,B,Y’

X, B, A X’ |-Y (VEL) X |-Y, B,A Y’ (VER)

2% Heindorf, Lutz: Elementare Beweistheorie. Mannheim 1994.
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Bemerk 9:
Heindorf =~ verwendet als Axiome Sequenzen der Gestalt A | A; analog zu Bemerkung 8 sind
beide Kalkile &quivalent.

Die zwei wesentlichen Unterschiede zum ersten besprochenen Kalkil sind (a) die
Formulierung gewisser Regeln und (b) das VVorhandensein zusétzlicher Strukturschluf3regeln.

(a) Betrachten wir als Beispiel die Regel fur die Einfuhrung der Disjunktion rechts: die
urspringliche Regel (CJ R) wird nun ersetzt durch zwei Regeln ( R1) und (J R2); um jetzt
eine Sequenz herzuleiten, wo [ rechts vorkommt, geht man beispielsweise folgendermalien
vor:

1.pOqtpq relevante Deduktion
2.p0q |p,pOq (OR2) aus 1.
3.pUqg fpOq,p (VER) aus 2.
4.p0q fpOqg,pOq (OR1) aus 3.
5.p0q |p0Oq (KU R) aus 4.

Jede Anwendung von (O R1) oder (I R2) bedeutet aber das VVorhandensein einer irrelevanten
Sequenz; da aber diese Regeln die einzige Mdglichkeit sind, O rechts einzufiihren, ist diese
Formulierung flr unsere Zwecke ungeeignet. Dasselbe Argument gilt auch fiir Sequenzen, die
nicht von der Form A | A sind und die rechts das Zeichen O enthalten; tberdies benétigt man
dann wie oben die Kiirzungsregel rechts (KU R).

(b) Schon bedingt durch die Formulierung der Sequenzen als (Paare von) Formelfolgen
benotigen wir die Kiirzungsregeln (KU L) und (KU R); jede Anwendung von (KU R) bedeutet
aber, daR als Pramisse eine irrelevante Sequenz auftritt; nun gibt es aber Sequenzen, zu deren
schnittfreier Herleitung man (KU R) unbedingt braucht, so z.B. zur Herleitung der relevanten
Sequenzp lg,q - p |-p (die Herleitungen sind wiederum von unten nach oben zu lesen):

Maglichkeit (i): pdgq-plpp
ptp 0q-pkp

qtq pEp
Maglichkeit (ii): pdg.qg-pflpp
pvp pOdtp.q

plp q g

aberp 0g,q — p }p, pistirrelevant.

2" Heindorf, Lutz: Elementare Beweistheorie. Mannheim 1994.
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Als drittes Zwischenergebnis konnen wir festhalten:

Fir die zweite Formulierung des Sequenzenkalkils gibt es eine relevante Sequenz X |Y mit
X#OundY 20, namlichp Og, g - p | p, sodaR in jeder schnittfreien Herleitung von X |
Y irrelevante Sequenzen Z | U mit Z # 0 und U # O auftreten (und zwar nur aufgrund der
Folgen-Formulierung)

Ein entscheidender Vorteil der obigen Formulierung der Regeln (wenn man mdglichst viele
relevante Deduktionen relevant herleiten mochte) ist allerdings, da beim Zuriickverfolgen
von Beweisen bei Regeln mit zwei Prédmissen nicht samtliche Antezedensformeln der
Konklusion in beide Praémissen mitgenommen werden massen.

So hat z.B. unser erstes Gegenbeispiel p Cq, =q | p folgende einfache relevante Herleitung:

1. plp Axiom

2. qlq Axiom

3. pOq fp q (L) aus 1. und 2.
4, pdq —-q fp (= L) aus 3.

Allerdings muR man dann auch die Schnittregel folgendermalRen formulieren:

XFY,A AZ}U
X,Z}Y,U (CcuT)

Jetzt funktioniert der Beweis, daB jede relevante Herleitung eine schnittfreie relevante
Herleitung besitzt, nicht mehr so einfach wie vorher.

Kombination der beiden Systeme flhrt zur folgenden dritten Version des Sequenzenkalkdils.
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4.1.3 Dritte Formulierung eines Sequenzenkalkiils

6. Préazisierung, Variante 3

Formulierung eines Sequenzenkalkiils fur die Aussagenlogik in der Mengenversion:
Sind X und Y (evtl. leere) endliche Formelmengen, so ist X } Y eine Sequenz;
Axiome sind alle Sequenzen der Form p |- P;

SchluBregeln:
Logische Regeln:

A,B,XI:Y XI—Y,A ZI—U,B

AOB,X }Y (OL) X,Z}Y,U AOB (OR)
A,XI—Y B,ZI—U XIFY,AB

AOB,X,Z}Y,U (OL) X}+Y,AOB (OR)
XFY,A BZ}U A X}+Y,B

A-BX2Z}Y,U (- L) X}FY,A-B (- R)
X}Y. A A XY

-A X }Y (- L) XFY,-A (= R)

StrukturschluRregeln:

XEY Xty
A XY (AB L) Xty A (AB R)

XFY,A AZ}U
X,Z}Y,U (cuT)

Aber auch hier laRt sich eine relevante Sequenz finden, die keine schnittfreie relevante
Herleitung besitzt, namlich p, p O g - r } r; die einzige schnittfreie Herleitung sieht
folgendermal3en aus:

1. plp Axiom

2. plpq (ABR) aus 1.

3. plpOq (OR) aus 2.

4. rkr Axiom

5. ppOqg —rfr (- L)aus 3. und 4.
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Als viertes Zwischenergebnis halten wir fest:

Fir die dritte Formulierung des Sequenzenkalkils gibt es eine relevante Sequenz X | Y mit
X#0Ound Y # O, namlich p, p0q - r | r, sodaB in jeder schnittfreien Herleitung von
X }Y irrelevante Sequenzen Z | U mit Z # O und U # O auftreten.

Dieses Beispiel wurde schon von SchurzEI gefunden; Gerhard Schurz argumentiert, dal} die
Sequenzp,plqg > r |-r folgende relevante Herleitung habe:

1. p,p—r}r relevante Deduktion, relevant herleitbar
2. pdg-rfp-r relevante Deduktion
3. p,pOqg —rfr aus 1. und 2.

Allerdings verwendet er hier die Schnittregel (CUT) und verschiebt somit das Problem auf die
Frage nach einer relevanten Herleitbarkeit von p 0q — r | p - r, einer Sequenz mit groRerer
logischer Komplexitat als p, p O g - r |} r (in der Tat erhalt man
pOdq-rfp-rausp,pOg — r |rdurch Anwendung von (- R)).

Das Hauptproblem ist nach wie vor:

Problem 4: Zeige flr die dritte Formulierung des Sequenzenkalkdls fir die Aussagenlogik:
Wenn

X | Y eine Herleitung hat, in der keine irrelevanten Sequenzen der Form Z | U mit Z # O
und U # O auftreten, dann hat X |} Y eine Herleitung ohne Anwendung der Schnittregel mit
derselben Eigenschaft.

Oder finde eine Sequenz X | Y, die keine schnittfreie relevante Herleitung hat, aber eine
relevante Herleitung mit Schnitt.

%8 Schurz, Gerhard: Relevant deduction. From solving paradoxes towards a general theory. In: Erkenntnis
35(1991): 414.
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4.1.4 Bemerkungen zur Pradikatenlogik

Zur dritten Version des Sequenzenkalkils fir die Aussagenlogik kommen die folgenden
pradikatenlogischen Regeln hinzu:

A, X |Y X }Y,A@)

OXA(X), X | Y (OL) X }Y, OXA(X) (O R) mit
(VB)

A@), X FY X Y, A(t)

XA(X), X | Y (OL) mit (VB) X }Y, XA(X) (OR)

Dabei ist t ein beliebiger Term und die Variablenbedingung (VB) lautet: die freie Variable a
kommt unter dem Strich nicht mehr vor.

Fur diesen erweiterten Sequenzenkalkil gilt:

(A) Der Sequenzenkalkul fir die Pradikatenlogik ist vollstandig, d.h. jede giltige Sequenz ist
herleitbar

(B) Der Sequenzenkalkdl fir die Pradikatenlogik ist algorithmisch unentscheidbar, d.h. es gibt
kein effektives Verfahren, um von jeder Sequenz zu entscheiden, ob sie herleitbar ist oder
nicht; allerdings gibt es einen Algorithmus, um flr jede herleitbare Sequenz eine Herleitung
derselben anzugeben.

(C) Jede Sequenz, die in diesem Kalkul mit der Schnittregel herleitbar ist, ist auch ohne
Schnittregel herleitbar.

(D) Satz iber die Teilformeleigenschaft: Ist H eine schnittfreie Herleitung der Sequenz
X }Y, sosind alle in H vorkommenden Formeln Teilformeln von Formeln in X, Y.

(E) Satz uber die Mittelsequenz: Wenn X | Y eine herleitbare Sequenz ist, die nur aus
Formeln in préanexer Form besteht, dann gibt es eine schnittfreie Herleitung H von X | Y mit
folgender Eigenschaft: es gibt in H eine Sequenz, die sog. Mittelsequenz, die nur aus
quantorenfreien Formeln besteht; unterhalb dieser Sequenz werden nur Quantorenregeln
angewendet (oberhalb der Mittelsequenz werden nach der Teilformeleigenschaft keine
Quantorenregeln angewendet; dieser Teil ist also rein aussagenlogisch).

Betrachten wir nochmals das Beispiel 2 aus Kapitel 2; gesucht war eine Herleitung der
Sequenz | OxOy (x O x O'y) bzw. der Sequenz | OxOyOz (zOx — zOx OzOy).

Der aussagenlogische Teil der von mir dort angegebenen Herleitung sieht jetzt
folgendermal3en aus:
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1.wOa }wOa Axiom
2. wOa | wa, wib (ABR) aus 1.
3.wla | wla Owlb (OR) aus 2.

Bemerkung 10: Die Addition (ADD) aus Teil 1 wird jetzt ersetzt durch eine Abschwachung
rechts und eine Anwendung der [3Regel rechts.

Man féhrt auf die gleiche Weise fort wie im ersten Teil.

Das Ergebnis bleibt das gleiche: es tritt eine irrelevante Sequenz auf, n&mlich
wla | wla, wlb, die von der Form p | p, q ist.

Aber  woher  wissen  wir, daf in  jeder mdglichen  Herleitung  von
| OxOyOz (zOx - zOx Oz0Oy) eine irrelevante Sequenz auftritt?

Nach den beweistheoretischen Uberlegungen kénnen wir als fiinftes Zwischenergebnis nur
festhalten:

In jeder schnittfreien Herleitung von | OxOyOz (zOx — zOx O z[y) treten irrelevante
Sequenzen der Form Z F UmitZ # O und U # O auf.

Begrindung: Die letzten Regeln kdnnen nur (CJ R) (dreimal) und (- R) gewesen sein.

Es bleibt jedoch auch hier zu zeigen, dal} irrelevante Sequenzen in jeder moglichen Herleitung
verwendet werden mussen:

Problem 5: Zeige fur den Sequenzenkalkil fur die Pradikatenlogik: Wenn X | Y eine
Herleitung hat, in der keine irrelevanten Sequenzen der Form Z | U mit Z # O und U # O
auftreten, dann hat X | Y eine Herleitung ohne Anwendung der Schnittregel mit derselben
Eigenschaft.
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Zum Abschluf? noch relevante Herleitungen von (Ket), (B1) und (B2) aus Kapitel 3 im
Anschlul} an Beispiel 3:

(Ket) p-»q,q-r fp-r:

1.pfp Axiom

2.9 Fq Axiom

3r}r Axiom

4.9,9-r fr (- L)aus 2. und 3.
5.p,p-0,q-r Fr (- L)aus 1. und 4.
6.p~0, g1 fp-r (- R)aus 5.

(B1) (pO0)Cr | pL(qLT)

1.pfp Axiom

2.9 Fq Axiom

3r}r Axiom

4.q,r Fqlr (OR) aus 2. und 3.
5.plo, r |p,qCr (L) aus 1. und 4.
6. pC, r F pCYqLT) (OR) 5.

7. (pOo)Cr | pO(qLT) (OL) 6.
(B3) pLy(qCir) | (pC)Ci(pCT):

1.pfp Axiom

2.9 Fq Axiom

3r}r Axiom

4.q,r fr (AB L) aus 3.
5.q0F |r (OL) aus 4.

6. p(qCr) |p,r (OL) aus 1. und 5.
7.pO(qCr) | pCr (OR) aus 6.

8.q,r |q (AB L) aus 2.
9.q90r }q (OL) aus 8.

10. p(g™) Fp, q (L) aus 1. und 9.
11. pI{qC¥) f po (OR) aus 10.

12. p(qr) F (pCo)X(pr) (OR)aus 7. und 11.
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4.2 Systeme des Natirlichen SchlieRens

Systeme des Natirlichen SchlieRens sind noch weniger geeignet, relevante Herleitungen fir
relevante Sequenzen zu liefern. Dies scheint daran zu liegen, dafl man nur Sequenzen der
Form X | A herleitet, wo rechts vom Sequenzenzeichen genau eine Formel steht, und man
daher weniger Spielraum zur Formulierung gewisser Regeln hat.

Betrachten wiéjiie Systeme von SundholmE(Mengenversion), Rautenbergm(Mengenversion)
und Heindorf =~ (Folgenversion) im Vergleich:

Alle Systeme haben als CHEinfuhrungsregeln die folgenden:

5

X FAOB (OE1)
X }B
X FAOB (OE2)

und unterscheiden sich nur in der Formulierung der [>-Beseitigungsregel (I B):

XFAOB AX}FC BX}|C
X|cC Sundholm

AX}FC BX}C
ADB,X |C Rautenberg

X}FAOB AY}FC BZ}C
X,Y,Z}C Heindorf

Dies bedeutet aber, daB man die [FEinfuhrungsregeln verwenden muf3, um relevante
Sequenzen der Form X | A O B herzuleiten, und dann gilt das unter 4.1.2 Gesagte fur
samtliche hier betrachteten Systeme des Natirlichen SchlieRens; so bendtigt man z.B., um
(pCa)Or | pL(qLY) herzuleiten, die Schritte p | pO(qCr) und qCr | pC(gLY).

Zum AbschluB noch ein Beispiel: man kann sich Gberlegen, da® man, um pCg, =q |} p
herzuleiten, den Schritt g, =q |} p und benétigt.

% sundholm, Goran: Systems of deduction. In: Handbook of philosophical logic. Vol. I: Elements of classical
logic. Hrsg. von Gabbay, Dov M.. / Guenthner, F. Dordrecht 1983: 133-188.

%0 Rautenberg, W.: Klassische und nichtklassische Aussagenlogik. Braunschweig 1979.

31 Heindorf, Lutz: Elementare Beweistheorie. Mannheim 1994.
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5 Zusammenfassung und offene Probleme

Hauptproblem war die Frage, ob jede relevante Sequenz eine relevante Herleitung besitzt;
prazise formuliert: gegeben sei ein Regel-Kalkul (Nattrliches Schlieen oder Sequenzen-
kalkul) fiir die Aussagenlogik; gesucht ist eine relevante Sequenz X | Y, wo X # O und
Y # O ist, und wo in jeder moglichen Herleitung von X | Y eine irrelevante Sequenz
Z | U auftritt, wo Z # 0 und U # [ ist, oder ein Beweis dafiir, daR es keine derartige Sequenz
gibt.

Es stellt sich erstens heraus, dall es von der Art des Kalkils abhangt, welche Sequenzen
relevante Herleitungen haben und welche nicht; fir Systeme des Nattrlichen Schliel3ens findet
man sehr leicht relevante Sequenzen, die keine relevanten Herleitungen haben kénnen; daher
konzentriert sich unser Hauptinteresse auf den Sequenzenkalkiil.

Es stellt sich zweitens heraus, dal} es auch von der Formulierung des Sequenzenkalkils
abhangt, welche Sequenzen eine relevante Herleitung haben und welche nicht.

Fur sdémtliche betrachtete Versionen des Sequenzenkalkiils findet man sehr leicht relevante
Sequenzen, die keine schnittfreien relevanten Herleitungen haben kénnen. Das Hauptproblem
ist es, zu zeigen, dal’ diese Sequenzen tberhaupt keine relevanten Herleitungen besitzen.

Ist man daran interessiert, moglichst viele relevanten Sequenzen relevant herzuleiten, ist die
dritte von uns angegebene Formulierung des Sequenzenkalkiils am geeignetsten.

Diese Formulierung fallt Sequenzen als Paare von Formelmengen auf; wiirde man Sequenzen
als Paare von Formelfolgen auffassen, wéren Sequenzen nicht relevant herleitbar, zu deren
Herleitung man die rechte Kirzungsregel bendétigt. Ferner mul3 man auf die Formulierung der
rechten [:Einfihrungsregel achten und darauf, da man beim Zuriickverfolgen der Regeln
von unten nach oben nicht s&mtliche Antezedensformeln der Konklusion in beide Pramissen
mitnimmt.

Fur diese Version des Sequenzenkalkdils stellt sich folgendes

Offenes Problem 4: Hat jede Sequenz, die eine relevante Herleitung hat, auch eine relevante
Herleitung ohne Anwendung der Schnittregel; oder préziser, gilt folgender Satz: wenn X |Y
eine Herleitung hat, in der keine irrelevanten Sequenzen der Form Z | U mit Z# 0 und U #
O auftreten, dann hat X } Y eine Herleitung ohne Anwendung der Schnittregel mit derselben
Eigenschaft.

Wirde dieser Satz gelten, dann hatten die oben erwéhnten relevanten Sequenzen (berhaupt
keine relevanten Herleitungen, da sie keine schnittfreien relevanten Herleitungen besitzen.

Es ist klar, dal} die Beantwortung dieser Frage auch zentral ist fur unser urspringliches
Problem, welche Prinzipien man zum Beweisen von mengentheoretischen Theoremen
braucht.
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Fir Beispiel 2 aus Teil 1 war ja eine Herleitung von | OxOyOz (zOx — zOx OzOy) gesucht;
samtliche schnittfreien Herleitungen kann man leicht (berblicken, und in jeder solchen
Herleitung braucht man das irrelevante Prinzip p | p O g. Ob dies auch fiir alle méglichen
pradikatenlogischen Herleitungen gilt, ist indes noch eine offene Frage.
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