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5 Kalkdle des Nattrlichen Schliessens

5.1 Klassische Aussagenlogik
5.1.1 Einleitung

Bei den beiden bisher betrachteten Kalkilarten der Hilbert-Frege-Kalkille und der
Sequenzenkalkiile konnen Herleitungen (auch) in Baumform angegeben werden (wobei
allerdings im Fall von Hilbert-Frege-Kalkulen die Angabe einer Herleitung in linearisierter
Form als Formelfolge tblicher ist).

Dabei bestehen die Knoten eines Beweisbaumes aus Formeln (Hilbert-Frege-Kalkile) oder
aus Sequenzen (Sequenzenkalkilen). Die Endknoten des Beweisbaumes bilden dabei jeweils
Axiome und der Ubergang von Knoten zu anderen Knoten geschieht mithilfe von Regeln. Die
Wurzel des Beweisbaumes bildet die zu beweisende Formel bzw. Sequenz.

BEMERKUNG:
Den folgenden Teil eines Beweisbaumes:

schreiben wir kompakter als:

A B
c
D

Im Falle von Hilbert-Frege-Kalkilen und Sequenzenkalkilen besteht jeder Knoten aus einer
herleitbaren (und damit allgemeingltigen) Formel bzw. Sequenz.

Erst beim Ubergang zu Konsequenzrelationen X | A bei Hilbert-Frege-Kalkiilen kénnen in X
auch Formeln auftreten, die selbst nicht allgemeingultig (etwa kontingent) sind.

Dies versucht das Natirliche Schliessen zu modellieren; man denke etwa an indirekte
Beweise oder Beweise durch Fallunterscheidungen, wo nicht allgemeingultige Formeln als
Annahmen auftreten kdnnen.

Allgemeine Charakteristika von Kalkulen des Nattrlichen Schliessens sind:

(i) sie bestehen aus expliziten Regeln zur Konstruktion von Beweisbdumen, wobei die
einzelnen Knoten dieser Beweisbdume aus Formeln (und nicht aus Sequenzen) bestehen; in
diesem Sinne modellieren sie das Schliessen von Formeln auf andere Formeln.

(i) sie verwenden Annahmen, die spater im Verlauf einer Herleitung geschlossen werden;
genauer formuliert modellieren sie also das Schliessen von Formeln unter bestimmten
Annahmen auf andere Formeln (unter bestimmten anderen Annahmen).
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(iii) indem man bei jedem Schritt die Annahmen X, von denen eine Formel A abhéngt,
explizit macht, erhdlt man die Regeln eines Metakalkiils in Sequenzenform, der die
Herleitung von Sequenzen der Gestalt X | A gestattet, und der in ,natirlicher* Weise die
Konsequenzrelation X | A modelliert.

(iv) Kalkile des Nattrlichen Schliessens sind daher (genauso wie Sequenzenkalkiile und im
Gegensatz zu Hilbert-Frege-Kalkilen) Regel-Kalkile (und keine Axiom-Regel-Kalkiile).

BEMERKUNG:

Es gibt im Falle des Natlrlichen Schliessens nicht nur viele Varianten, sondern daruber
hinaus viele verschiedene Versionen der Présentation. Wie bei der Version ,Regeln zur
Konstruktion von Beweisbdumen* werden wir bei allen anderen betrachteten Versionen V die
Version ,Regeln zur Herleitung von Sequenzen der Gestalt X | A‘ als Metakalkl fir V
auffassen; vgl. auch Abschnitt 5.1.15

In diesem Abschnitt wollen wir zuerst einen kurzen Blick auf die Version NO der ,Regeln zur
Konstruktion von Beweisbdumen* werfen.

DEFINITION (Annahmen):

Annahmen sind Formelvorkommen, die an den Endknoten eines Beweisbaumes auftreten; sie
kdnnen offen sein oder geschlossen werden.

Annahmen werden durch (Annahmen-)Markierungen gekennzeichnet; dies kdnnen nattrliche
Zahlen oder Variablensymbole sein; wir verwenden u, v, w, X, Y, z fir diese Markierungen.
Zwei Vorkommnisse a, [3 derselben Formel A gehdren zur selben Annahmenklasse, wenn sie
eine gemeinsame Markierung haben und entweder beide offen sind oder beide beim gleichen
Schluss geschlossen werden (verschiedene Formeln sollen verschiedene Markierungen haben
und die Markierungen von korrespondierenden offenen Annahmen sollen identisch sein).
Annahmenklassen werden immer als ganzes geschlossen, d.h. bei jedem Schluss sind
entweder alle Annahmen in einer Klasse geschlossen, oder alle offen; das Schliessen einer
Annahmenklasse wird durch das Wiederholen der Markierung(en) der Klasse(n) beim Schluss
angezeigt.

Die Notationen

() (i)
D [A]"
A D

B

haben folgende Bedeutung:

(i) eine Herleitung D mit Konklusion A

(ii) eine Herleitung D mit Konklusion B und einer Menge [A] von offenen Annahmen, die aus
allen denjenigen Vorkommnissen der Formel A an den Endknoten des Beweisbaumes D
besteht, die die Markierung u haben (auch B und [A] sind Bestandteil von D).



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 5: Kalkile des Nattrlichen Schliessens 136

Herleitungen in NO werden induktiv anhand folgender Regeln konstruiert:

Induktionsanfang:

ein einzelnes Vorkommnis einer Formel A (mit einer Markierung) ist ein einknotiger
Beweisbaum, der eine Herleitung von A aus der offenen Annahme A reprasentiert; hier gibt
es keine geschlossenen Annahmen.

Induktionsschritt:

Seien Dy, D, D3 Herleitungen; eine Herleitung D wird nach einer der folgenden Regeln
konstruiert; dabei enthalten die Annahmenklassen [A]", [B]', [-A]" offene Annahmen der
Herleitung der Pramisse(n) des letzten Schlusses, die bei der ganzen Herleitung geschlossen
werden:

ACB (OE)

A (0B1)

B (0B2)

ACB (OE1)

ACB (OE2)

C (OB)“"

A_B (- E)

D, D>
A A-B
B (- B)
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-A (- BE)"

D, D>
A -A
O] (- B)

Diese Regeln sind die Regeln fiir die Minimallogik; um die intuitionistische Logik zu
erhalten, kommt noch (O 1) dazu; um die klassische Logik zu erhalten, kommt ([J ¢) dazu:

>0 O

y))

A (O c)"

Bei Anwendung der Regel (O B)" ¥ wird die Menge [A]" der offenen Annahmen der Form A
in Dy, und die Menge [B]" der offenen Annahmen der Form B in D3 geschlossen;

bei Anwendung der Regel (- E)" wird die Menge [A]" der offenen Annahmen der Form A in
D geschlossen;

bei Anwendung der Regel (O ¢)" wird die Menge [-A]" der offenen Annahmen der Form - A
in D geschlossen;

alle anderen Annahmen bleiben offen.

In den oben erwahnten drei Regeln ist es erlaubt, daR [A]", [B]" bzw. [~ A]" leer ist.

BEISPIEL:

AU

BLA (- E)
A_(B-A) (- E)

Weiters wird nicht angenommen, daB [A]", [B]' bzw. [~ A]" aus allen offenen Annahmen der
Form A, B bzw. = A besteht, die oberhalb des entsprechenden Schlusses vorkommen.

Werden hingegen in einer Herleitung alle Annahmen einer bestimmten Form, die vor
Anwendung einer der drei Regeln offen sind, simultan geschlossen, erftllt die Herleitung die
sog. Complete Discharge Convention, CDC (das Schliessen von Annahmen wird im
Englischen als to close, eliminate, cancel oder discharge bezeichnet).

Jede Herleitung bleibt korrekt, wenn das Schliessen von Annahmen geméal der CDC geregelt
wird; das Verwenden von Markierungen und das Wiederholen von Markierungen bei
Schliissen, wo Annahmenklassen geschlossen werden, wird dadurch tberflussig (bleibt aber
als Gedéachtnishilfe praktisch).
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Obwohl also in Bezug auf die Herleitbarkeit nichts verloren geht, wenn man die CDC
voraussetzt, ist die Version ohne CDC in bestimmten Punkten allgemeiner: so etwa im
Hinblick auf Beziehungen von NO zu Termkalkilen und im Hinblick auf starke
Normalisierung der klassischen Logik; vgl. etwa Troelstra /Schwichtenberg (1996, 36f) bzw.
Stalmarck (1991).

Da diese sehr speziellen Themen jedoch nicht Gegenstand dieser Vorlesung sind, beschranken
wir uns aus Grinden der Einfachheit auf Varianten, die die CDC erfllen.

BEMERKUNG:

Obige Version NO wurde in der Signatur {(J, -, [0, [0, -} formuliert; verwendet von Bibel /
Eder (1993) (mit (O i) und } A@ A, siehe Lemma 1); dies entspricht Gentzens (1934/35)
originalem Kalkil NK; verwendet auch von Ungar (1998);

man erhélt eine Variante NO“ in der Signatur {0J, O, [J, — }, indem man die Regeln (= E)" und
(= B) streicht; definiert man - A := A~ [, sind dann (- E)" und (- B) Spezialfélle von
(- E)" und (- B); verwendet von Prawitz (1965), Troelstra /Schwichtenberg (1996).

Der Ubergang der Version ,Regeln zur Konstruktion von Beweisbaumen* unter der CDC zur
Version ,Regeln zur Herleitung von Sequenzen der Gestalt X | A* geschieht nun dadurch,
dalR man ,A ist herleitbar aus Annahmen X* interpretiert als die Herleitbarkeit einer Sequenz
der Form X |} A; vgl. Troelstra /Schwichtenberg (1996, 34f); in den Herleitungen fiir N2 in
Abschnitt 5.1.6 sind auch jeweils die entsprechenden Beweisbdume angegeben.

Viele Begriffe aus Abschnitt 4.1.1 kénnen in diesem Kapitel (mit leichten Modifikationen)
ubernommen werden; insb. hat man hier wieder die Mdglichkeit, den Begriff der Sequenz
mithilfe von endlichen Folgen, Multimengen oder Mengen von Formeln zu definieren.

Jede der betrachteten Varianten von Kalkilen des Naturlichen Schliessens besteht wiederum
aus Axiomen(schemata), logischen Schlussregeln und Strukturschlussregeln.

UBERSICHT Nr. 1 (iiber verwendete Axiome und Regeln):

Axiome(nschemata):
ALA (AX*)

(Grund-)Schlussregeln:
Logische Regeln:
Logische Einfiihrungsregeln:

X LA Y }B (OE)
X,Y F ACB

X LA X |B (OEa)
X F ACB

X FA
X FACB (OE1)
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X |B

X } ACB (OE2)
X, A}B

X FA_B (- E)
X, A FO

X F-A (- E)

Logische Beseitigungsregeln:

X FACB (OB1)

XA

X FACB

X}B (O0B2)

X FAOB Y,AlC Z,B}C
X, Y, Z fC

X FAOB X,AlC X,B}C
X FC

XFA-B Y LA

X, Y IB (- B)

XFA-B X FEA

X}B (- Ba)

X EA Y F-A

X, Y FO (- B)

X EA X F-A

X +O (- Ba)

Widerspruchsregeln:

XtO

X FA (O)
X,-A 0

XA (Oc)

Strukturschlussregeln:

X B
X,A}B (AB)

(OB)

(OBa)

139
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X,A,A}B

X,A}B (KO)
X, A B, ZFLY

X,B,A,Z}Y (VE)

140
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5.1.2 Die Variante N2 und die Adaquatheit von N2

Wir betrachten zuerst einen Kalkul des Nattrlichen Schliessens in der Formulierung von
Multimengen, u.z. die Variante N2:

DEFINITION (N2):

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz
N2 enthalte folgende Axiome und Grundschlussregeln:

Axiome: (AX*)

Logische Einfiihrungsregeln: (OE), (E1), (HE2), (- E), (- E)

Logische Beseitigungsregeln: (I B1), (O B2), (OB), (- B), (= B)

Widerspruchsregel: ([I c)

Strukturschlussregeln: (AB), (KU)

BEMERKUNG:

Als Axiome werden alle Sequenzen der Gestalt A | A (fir alle Formeln A) angenommen,
also auch O } OJ; nur mit Axiomen der Gestalt p } p (und O | 0) kommt man hier nicht aus,
da man in Herleitungen die Formeln zuerst zerlegen und dann wieder aufbauen muR.

BEMERKUNG:

Dieser Kalkil ist nicht mehr symmetrisch (wie etwa der Sequenzenkalkil S2); statt dessen
gibt es zu jedem Junktor eine (oder zwei) Einfuhrungsregel(n) und eine (oder zwei)
Beseitigungsregel(n); im Deutschen E- und B-Regeln, im Englischen I-(introduction) und E-
(elimination)Regeln.

BEMERKUNG (zur verwendeten Signatur):

N2 ist in der Signatur {{J, =, 0, 00, -} formuliert;

man erhalt eine Variante N2° in der Signatur {{J, [J, [0, -}, indem man (= E) und (= B)
streicht; definiert man = A := A [J, kann man leicht zeigen, dal’ (= E) und (- B) Spezialfalle
von (- E) und (- B) sind:

X, A 0O X EA Y FA-O

XFASO (- E) X, Y kO (- B)

man erhalt eine Variante N2‘* in der Signatur {=, [0, 0, -}, indem man anstelle von O die
leere Menge [ schreibt; dann muss man allerdings auch Sequenzen der Form
X F O zulassen, was jedoch der Idee zuwiderlauft, daB die Knoten eines Beweisbaumes aus
Formeln bestehen; man konnte anstelle von O auch B& B schreiben, nur wéare dann (= B)
keine echte Negationsbeseitigungsregel mehr; mehr zu Kalkdlen in der Signatur {-, [0, [J, -}
in den Abschnitten 5.1.12ff.

BEMERKUNG:
(- E) heilt auch konditionaler Beweis; ([ c) heif3t auch indirekter Beweis.
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BEMERKUNG:

(CI'1) ist ein Spezialfall von (I ¢):
XtO

X, -A L0 (AB)

XA (Oc)

Im folgenden verwenden wir bei Herleitungen in N2 auch explizit (O 1).

BEMERKUNG: )
Folgende Regeln sind wegen (AB) und (KU) zul&ssig in N2, wobei X \ {A} bedeutet, dall A
nicht mehr in der Multimenge X vorkommt:

X FAOB Y |C ZlC

X,Y,Z }FC (O0B¥)
X|LB
X FA-B (- E*)
XFAOB  Y,AFC  ZB}C

X, Y \{A}, Z\{B} } C (O0B*¥)
X,A}B

XA} FALB (o E*¥)

X, =A O
X\{-A} | A (0 c**)

BEMERKUNG (zur minimalen Logik):
Die minimale Variante N2m entsteht aus N2 durch Weglassen von (O c), der sog. klassischen
Widerspruchsregel.

BEMERKUNG (zur intuitionistischen Logik):
Der intuitionistische Variante N2i entsteht aus N2m durch Hinzuftigen der intuitionistischen
Widerspruchsregel ().

LEMMA 1 (4 aquivalente Charakterisierungen von N2):
() N2=N2m + (Oc)
(i) N2=N2i + FAG A=N2m+ (0i) + F AG A
(i) N2=N2m + } = A-A
(iv) N2 = N2m + folgender Regel: X |F-—= A
X FA (=~ B)



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 5: Kalkle des Naturlichen Schliessens

BEWEIS:
(i) O (ii): siehe Beispiel 3 weiter unten;
(i) O (iii):
-A |-—|A -—= A |-—|—IA
-—A-ALO
FAG A ALA == A A LA
F--A-A
(i) O (iv): X }F--A F-—-A-A
X FA
(ivyo (i): X, -A 0O
XE-=A
X FA

LEMMA 2 (Beispiele fur Herleitungen in N2):
Folgende Sequenzen sind herleitbar in N2:
Bl: }-A«(A-D)

B2: } b AG A

B3: FAG A

B4: F (A-B)-A)-A

B5: F (A-(A-B))-(A-B)

B6: F A3 A-B

B7: FA-(-A-B)

B8: |-—|A—>(—|B—>—l(ADB))

BY: F(A-D)-A

B10: A,A-B |B

B11: A,B FALB

B12: A~ (B-C) FAIB-C

Ax10: } (-A--=B)->(B-A)

Ax1l: FA-(B-ALB)

Ax12: O A

Ax13: | AA - 0O)

BEWEIS:
Siehe Abschnitt 5.1.6.
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(Ax*)
(- B)
(Ax*), (O'i)
(OB)
(- E)

(- B)

(- E)
(== B)

Erstes Hauptziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, da N2 adéquat bzgl. der Aussagenlogik

ist, d.h. daB gilt: } e A gdw | Aist in N2 herleitbar.

DEFINITION (Korrektheit, Vollstandigkeit und Adaquatheit eines Kalkils N des Nat(rlichen

Schliessens):

N heift korrekt bzgl. AL gdw fir alle A gilt: | A herleitbar inN O e A
N heift vollstandig bzgl. AL gdw fiir alle A gilt: Fyr A O | A herleitbar in N

N heil3t adaquat (bzgl. AL) gdw N korrekt und vollstandig bzgl. AL ist.
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DEFINITION (die einer Sequenz X | A entsprechende Formel):

Die der Sequenz X } A entsprechende Formel E(X }-A) wird definiert durch:
XzO:EXFA) =X A

X=0:E(0}A)=A

LEMMA 3:
X | A herleitbar in N2 gdw | E(X }FA) herleitbar in N2

BEWEIS:
Siehe Abschnitt 5.1.6.

LEMMA 4 (Vollstandigkeit von N2):
Fue A O} A herleitbar in N2

BEWEIS:

Herleitungsinduktion in PC bzw. H1.:

Induktionsanfang: fir alle Axiome Ax gilt: | Ax herleitbar in N2:

siehe Abschnitt 5.1.6.

Induktionsschritt: sind } A und | A - B herleitbar in N2, dann auch } B:
dies ist einfach die Regel (- B)

LEMMA 5 (Korrektheit von N2):
F A herleitbar in N2 O }ye A

BEWEIS:

Wir zeigen:

X FA O Fue E(XFA) durch Herleitungsinduktion in N2:
Induktionsanfang:

|‘HF E(A |—A), also |-|-||: ASA

Induktionsschritt:

Fur alle Regeln <P1, (P2, P3,) K> des Kalkdils N2 ist zu zeigen:

Fre E(PL), (Frr E(P2), Frr E(P2),) O e E(K), so z.B. fur (OB1):
Fue EQXFADB) O Fue E(XFA), also Fue X AB O Fue X-A

BEMERKUNG:

Falls wir die schwache Vollstandigkeit der Aussagenlogik (F A O }qr A) voraussetzen
kdnnen, gendgt es, durch Herleitungsinduktion zu zeigen, dal} gilt:

X FAO FE(XX}A)

Induktionsanfang:

EASA

Induktionsschritt z.B. fur (O0B1): EX-AB O EX-A

Daraus folgt insb. | A herleitbar in N2 O [ A.
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BEMERKUNG:

Es gilt auch folgende Umkehrung:

Fue E(XFA) O X | A ist herleitbar in N2, denn aus | wr E(X}A) folgt mit LEMMA 4: }
E(X }FA) ist herleitbar, und daraus mit LEMMA 3: X | A ist herleitbar.

BEMERKUNG:

Fir N2 zeigt man die Korrektheit vielleicht besser durch:

(i) syntaktisch: X } A herleitbar 0 X }pr A

d.h. man zeigt: | ist abgeschlossen unter den Regeln von N2;

oder anders formuliert: die Regeln von N2 sind zulassig in | ur.

dies bedeutet in den meisten Féllen die direkte Anwendung der Axiome von H1.:
Induktionsanfang: A Fur A;

Induktionsschritt:

(JE): man muR zeigen, daf gilt: | e A (B (ADB)), d.i. Ax11
(OE1) und (O E2): entspricht Ax5a bzw. Ax5b

(- E): entspricht dem Deduktionstheorem

(= E): Fur (A-0)-=A, d.i. B1 (Implikation von rechts nach links)
(OB1) und (0B2): entspricht Ax3a bzw. Ax3b

(O B): entspricht Ax6

(- B): entspricht dem Modus Ponens

(= B): Fnr=A - (A D), d.i. B1 (Implikation von links nach rechts)
(D C): I‘HF ("A—> D) —>A, dl Bg

(AB): (linke) Monotonie

(KU): klar

(i) semantisch: X } A st herleitbar O X F A; da X endlich ist, braucht man nur die
schwache Vollstandigkeit der Aussagenlogik; fir (0 B1) etwa zeigt man: X FACB O X EA.
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5.1.3 Die Beziehung zwischen N2 und S2

X Fn A bezeichne die Herleitbarkeit im Kalkil N2 des Natirlichen Schliessens, X s Y
bezeichne die Herleitbarkeit im Sequenzenkalkiil S2*. Hauptziel dieses Abschnitts ist es, zu
zeigen, daR gilt:

LEMMA 6:

BEWEIS:
X |‘N Al X |-s A:
der Beweis liefert sogar ein effektives Verfahren, um aus einer Herleitung in N2 eine solche
in S2" zu konstruieren und verlauft durch Herleitungsinduktion in N2; anders formuliert sind
die Regeln von N2 in S27 zuléssig:
Induktionsanfang, Axiom:
A WAD A fsAistklar;
Induktionsschritt:
die logischen Einfiinrungsregeln von N2 entsprechen den rechten logischen Regeln von S2*:
(CE) entspricht (O R);
(OE1) entspricht (OR1);
(OE2) entspricht (OR2);
(- E) entspricht (- R);
(—| E)Z X,A|-§D D|-§D
X,AtsO (CUT)
X Fs=A (- R)

die logischen Beseitigungsregeln von N2 werden ersetzt durch entsprechende linke logische
Regeln von S2* und einen Schnitt (alle Herleitungen in S27):

(OB1):
ALA
X FAOB ACB |A (OL1)
X FA (CUT)
(OB2): analog
(OB):
Y,A}FC Z,B}|C
Y,Z, AIB | C,C (OL)
X FAOB Y,Z,AB FC (KUR)
X,Y,Z}C (CUT)
(- B):
Y LA BIB
X FALB Y,A_.B}B (- L)

X,Y |} B (CUT)
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(- B):
Y LA
X F=A Y. -A} (- L)
X, Y F (CUT)
X, Y FO (AB R)

(O c): hier braucht man eine nichtintuitionistische Sequenz, u.z. | A, = A:

X, -AFO OF ALA
X, =A F FA, -A (CUT), (= R)
X FA (CUT)

Strukturschlussregeln: klar.

X |-5A O X |‘N A:

dies ist nicht direkt durch Herleitungsinduktion moglich, da als Induktionsvoraussetzung auch
Sequenzen auftreten kdnnen, die rechts vom Sequenzenzeichen entweder keine Formel
enthalten oder mehr als eine Formel enthalten (nichtintuitionistische Sequenzen); daher
zeigen wir durch Herleitungsinduktion in S2* allgemein folgendes:

XEkYOX Y knO

wobei bei leerem Y auch =Y leerist,und =Y :={-A/ATY}

daraus folgt insbesondere:

XEAOX =A O

woraus mit (O c) X hy A folgt.

Auch hier liefert der Beweis ein effektives Verfahren, um aus einer Herleitung in S2* eine
solche in N2 zu konstruieren und verlduft durch Herleitungsinduktion in S2*; anders
formuliert sind die Regeln von S2° in N2 zulassig (alle Herleitungen in N2, ohne
Beweisbaume):

Induktionsanfang, Axiome:

p Fp: ptp -p F=p (AX*)
p.-p O (- B)
O F OFO (AX*)

Induktionsschritt:
Fur die linken logischen Regeln von S2* nimmt man die entsprechenden Beseitigungsregeln
von N2, und evtl. noch (=E), (=B) und (O ¢):

(O L1):
X, =Y. A }O AB | A[B (1V), (Ax*)
X, =Y F=A AB | A (- E), (OB)

X,=Y,ADB } O (- B)
(OL2): analog
(avL):

X, =Y, A O Z,-U,B 0O ACB | ACB (IV), (Ax*®)
X,Z,~Y,-U AB | O (O0B)
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(- L):
X, =Y, -A 0O (v)
X,-Y}A A_-B}lA-B Z,-UB [0 (O¢), (AX*), (1V)
X,~Y,A-B|B Z-U}-B (- B), (- E)
X,Z,=Y,-U A-B } O (- B)
(= L): klar

Fur die rechten logischen Regeln von S2* nimmt man die entsprechenden Einfiihrungsregeln
von N2, (O ¢) und (= B):

(OR):

X, =Y, =A O Z-U-B}0O (1V)

X, =Y FA Z-U|B (Oc)
X, Z,~Y,-U FACB - (AB) | - (ALB) (OE), (Ax*)

X,Z,=Y,=U, ~(ADB) } O (- B)

(OR1):

X, =Y, =A FO (V)

X, =Y FA (Uc)

X, =Y FAIB - (AOB) | - (AB) (OE1), (Ax)
X, =Y, - (ADB) } O (- B)

(OR2): analog

(- R):

X, =Y,A =B }0O (V)

X, -Y,A}lB (Oc)

X, =Y |‘A—>B _'(A—>B) |'_'(A—>B) (_’ E)! (AX*)
X,-Y,=(A-B) FO (- B)

(—| R)Z

X, =Y,A}FO (V)

X, =Y F=A —A}l--A (Oc), (Ax*)
X,—lY,—l—!Al-D (_' B)

Schnittregel (CUT):

X, =Y, =A O Z-UA LD (1V)

X, =Y F-=A Z -U }-A (- E)
X,Z,=Y,-U }O (- B)

Strukturschlussregeln: klar.

FOLGERUNG:
(i) X | A herleitbar in N2 gdw X } A herleitbar in S2
(i1) N2 ist adaquat bzgl. AL
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5.1.4 Weitere Varianten von Kalkilen des Naturlichen Schliessens

Einzelne Varianten von Kalkilen des Natirlichen Schliessens kdnnen sich analog zu
Varianten von Sequenzenkalkilen in folgenden Punkten voneinander unterscheiden:

(i) hinsichtlich der verwendeten Signatur:

Varianten N1 bis N6a (ausgenommen N5) werden in der Signatur {(J, =, [J, [0, - } formuliert;
N5 wird in der Signatur {(J, 0 -} formuliert; N7 bis N12c werden in der Signatur
{-, 0, 0, -} formuliert.

(ii) hinsichtlich des Begriffes der Sequenz (,Sequenz‘, ,KU*, ,VE*):

Definierbar mit jeweils endlichen Folgen (dann braucht man Kirzungs- und Vertauschungs-
regeln), Multimengen (mit Kirzungs-, aber ohne Vertauschungsregeln), oder Mengen (ohne
Kirzungs- und Vertauschungsregeln) von Formeln; wir betrachten auch hier wieder nur zwei
Folgenvarianten (N1 und N1a), da sie sich von den Multimengenvarianten ausschliesslich
durch die Verwendung der Vertauschungsregeln unterscheiden; bei zwei Varianten (N7 und
N7a) betrachten wir auch unendliche Mengen.

(iii) hinsichtlich der zwei- bzw. dreipramissigen Regeln (,Kontext®):

die Pramissen der Regeln kdénnen verschiedenen Kontext haben (Regel R) oder sie miissen
gleichen Kontext haben (Regel Ra); wir betrachten Varianten S mit Regeln R und Varianten
Sa mit Regeln Ra (N1 bis N6a); bei Varianten mit hoheren Nummern erfolgt die
Unterscheidung zwischen S und Sa nach anderen Kriterien, siehe Punkt (vi).

(iv) hinsichtlich der verwendeten Axiome (,AB‘):

Man kann als Axiome annehmen: A | A (mit Abschwéchungsregeln) oder X, A } A (ohne
Abschwachungsregeln); manche Varianten nehmen auch nichttriviale Axiome der Gestalt
Y | A an, doch kann man alle diese Axiome in Regeln Ubersetzen (wodurch eine grosse
Vielfalt an Regeln entsteht); dies erscheint deshalb sinnvoll, da Kalkile des Natrlichen
Schliessens der Intention nach Regel-Kalkiile und keine Axiom-Regel-Kalkdle sind.

(V) zu den Regeln allgemein:

hinsichtlich der Regeln gibt es im Vergleich zu Sequenzenkalkiilen eine grossere Vielfalt;
jedoch haben alle Kalkiile gemeinsame Regeln, so etwa die Oder-Einfihrungsregeln; die
Verschiedenheit der Regeln besteht eher in den Oder-Beseitigungsregeln und in den
Negations-Beseitigungsregeln (Oder und Nicht haben ja auch etwa in der intuitionistischen
Logik eine andere Bedeutung als in der klassischen Logik).

(vi) Bemerkungen zu den einzelnen Varianten:

Die Varianten N1 bis N6a sind analog zu den Sequenzenkalkilen gebildet; die Varianten N7
bis N10 enthalten teilweise neue Regeln und die Varianten N11 und N12 sind in der
Kognitionswissenschaft von Bedeutung, da sie das Schliessen im Alltag zu modellieren
versuchen.
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UBERSICHT (uber Varianten von Kalkiilen des Natiirlichen Schliessens):

Name

N1
N1la

N2
NZ2a

N3
N3a

N4
N4a

N5
NMM

N6
N6a

N

N7
N7a

N8
N8a

N9

N9a
N9b
N9c

N10

N11
N1la

N12
N12a
N12b

Sequenz

Folge
Folge

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Menge
Menge

Menge

Menge
Menge

Menge
Menge

Menge
Menge
Menge
Menge

Menge

Menge
Menge

Menge
Menge
Menge

Kontext

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

AB
ja
ja
ja
ja

ja
ja

KU
ja
ja
ja
ja
ja
ja

VE

ja
ja

adaquat
ja
ja
ja
ja
ja
ja
nein
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
ja
nein
ja

?

?
?
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5.1.5 Die Varianten N1 und Nla

Variante N1:

Ist X eine endliche Folge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: A | A (Ax*)

Regeln:
logische Einflihrungsregeln

X FA Y |B (OE)
X, Y FACB

X |X
--—
> >
L]
vy}

(OE1)

X X
-
> |
|
(uy)

(OE2)

X X
-

i(>Zl>
o '@

(- B)

X [
>
>|:|

(- E)

Klassische Widerspruchsregel:

X

-A 0O
XA (Oc)

Strukturelle Regeln:

X IB

X, A }B (AB)
X, AA }B

AlB (KU)

XX X
o >
>w
<<

FC
FC (VE)

logische Beseitigungsregeln

X FADB (OB1)

X |B (0B2)

XFADB Y,AFC ZBI|C
X, Y, Z FC (OB)

X, Y }B (- B)
XA Y F-A
X, Y O (- B)
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Variante N1la:
Ist X eine endliche Folge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: A | A (Ax*)

Regeln:
logische Einflihrungsregeln logische Beseitigungsregeln
XA X}B (OEa) X FACB (OB1)
X FALB X FA
X FACB
X B (OB2)
XEA X FAB X,AlC X,B}FC
X FALB (OEL) XEC (OBa)
XtB
X FAOB (OE2)
X,A}B XFA-B XFEA
X FASB (- E) X B (- Ba)
XA +O XFA X F=A
X }=A (= E) X kO (- Ba)

Klassische Widerspruchsregel:

X

-A 0O
XA (Oc)

Strukturelle Regeln:

X|B

X,A} B (AB)
X,AA}B

X,A | B (KO)
X,A,B, Y }C

X,B,AY }C (VE)
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BEMERKUNG:

N1 entspricht NK von Heindorf (1994), wobei NK in der Signatur {-, 0, [0, -} formuliert
wurde; statt [ steht die leere Menge [J; der Begriff der Sequenz ist dann folgendermassen zu
modifizieren:

ist X eine endliche Folge von Formeln und A eine Formel, so sind X }F A und X | O
Sequenzen (es steht dann rechts vom Sequenzenzeichen | nicht mehr nur genau eine Formel).

LEMMA 7.
N1 und N1la sind beide dquivalent zu N2.

BEWEIS:

Analog zum Verhaltnis von S1 zu S2 unterscheiden sich die Kalkile N1 und N2 nur durch
Anwendungen der Vertauschungsregeln; bei  Anwesenheit der Kirzungs- und
Abschwachungsregeln sind wiederum N1 und N1a aquivalent.
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5.1.6 Die Varianten N2 und N2a

DEFINITION (N2):

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

N2 enthalte folgende Axiome und Grundschlussregeln:

Axiome: (AX*)

Logische Einfiihrungsregeln: (O E), (UE1), (HE2), (- E), (- E)
Logische Beseitigungsregeln: (I B1), (I B2), (OB), (- B), (- B)
Widerspruchsregel: (I c)

Strukturschlussregeln: (AB), (KU)

DEFINITION (N2a):

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

N2 enthalte folgende Axiome und Grundschlussregeln:
Axiome: (AX*)
Logische Einflihrungsregeln: (0 Ea), (UE1), (HE2), (- E), (= E)

Logische Beseitigungsregeln: (I B1), (1 B2), (O Ba), (» Ba), (- Ba)

Widerspruchsregel: ([I c)
Strukturschlussregeln: (AB), (KU)

BEMERKUNG:

Die Varianten N2 und N2a sind &quivalent, da beide (AB) und (KU) enthalten.

BEWEIS von LEMMA 2 fiir N2:

Bl: |‘_|A<—> (A—> D)

ALA -A F-A ALA A-OFALT
A-ALD AA-O}O
A FA-O A-OF-A
F-AL(A-D) FA-DO)--A
F-Ao(A=D)

Beweishaum:
A -AY A" Ao

] 0

A-0O - A

-AL(ASD) (A-D)--A

Ao (A-D)
B2: | AG A:
AG A LAG A AG A LAG A

O+O O k0O AG A LA AG A |F-A
OFA OF-A AG A AG A LD

OFAG A AG A +O

FO. AG A FAG A

IO, AB A

(Ax)

(- B), (- B)
(- E),(=F)
(- E)

(OE), (DEF «)

(= B). (- B)

(- B (- E)"
(- E), (- E)
(JE), (DEF -)

(Ax*)

(Ax*), (OB)
(@), (- B)
(OE), (KU)

(- E)

(OE), (DEF )
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Beweisbaum:
o o A A A A
A -A A -A (O, (OB)
AG A O (OE), (- B)
AG A AG A-[ (- E)Y, (- E)"
- A A (OE), (DEF )
B3: } A@ A (AG A sei abgekiirzt mit B):
ALA -A F-A (AXx*)
AFTAG A -B}-B -A}FAG A -B |-B (OEL), (Ax*), (OE2)
A -(AG A) O - A -(AG A) FO (- B)
2(AG A) F-A S(AG A) - A (- E)
- (AG A), -~ (AZ A) O (- B)
-(AG A) O (KU)
FAG A (Oc)
Beweisbaum:
A A’
AG A - (AG A)” AG A -(AG A)" (OEL), (OE2)
O O (= B)
-A = A (- E)Y, (= E)Y
O (- B)
AG A (@dc)”
B4: F (A-B)-A)SA:
Hi:
ALA -A F-A (AX*)
A -A O (- B)
A-ALlB (al))
-A |‘A—>B _'(A—>B) |‘_'(A—>B) (—’ E)’ (AX*)
-A -(A-B) O (= B)
F-(A-B)-A (- E)
H2:

A_-B }A_B (A-B)-A [ (A-B)-A (Ax*)
A-B,(A-B)-A LA -A F-A (- B), (Ax*)
-A,A-B, (A-B)-A L0 (- B)

-A, (A-B)-A F-(A-B) (- E)
H: Ho
-A, (A-B)-A LA -A F-A (- B), (Ax*)
-A,-A (A-B) - A QO (= B)
-A (A-B) - A O (KU)
(A-B)- A }A (Oc)
F(A-B)-A)-A (- E)
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Beweisbaum:
A =AY
0 (- B)
B @n)
A_B -(A-B) (A-B) (A=B) - A (- E)
O A A (= B). (- B)
A 0 (Ue), (= B)
-(A-B)-A - (A-B) (- B), (= E)
A - A (- B)
0 (- B)
A (Do)
(A-B)-A)-A (- E)y
B5: F (A-(A-B))-(A-B):
ALA A-(A-B) FA-(A-B) (Ax*)
A, A-(A-B) |A_B ALA (- B), (Ax*)
A AA-(A-B) |B (- B)
AA-(A-B) | B (KU)
A.(A_-B)}A_B (- E)
F(A-(A-B))~(A-B) (- E)
Beweisbaum:
A A-(A-B)"
Al A-B (- B)
B (- B)
A-B (- E)
(A-(A-B))-(A-B) (- E)
B6: FA= A-B:
AG A LAG A AG A LAG A (AX*)
Az A LA AG A F-A (OB)
AG A AG A LD (- B)
AG A LD (KU)
AG ALB (ul))
FAG A-B (- E)
Beweisbaum:
AE A" AE A"
A -A (OB)
O (- B)
B (@i
AG A-B (- E)
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B7: FA-(-A-B):

ALA A F-A (AX*)
A -A O (- B)
A -A|B (ai)
A}-A_B (- E)
FA-(=A-B) (- B)

Beweisbaum:
A SAY

(= B)

B @D
2A-B (- E)

A-(-A-B) (- E)"

W IO

B8: I-—|A—>(—|B—>—I(ADB))Z
BB -B }-B
B-B 0
B.-BFA ALA
- AF-A

AB | A[B
A[B,-B | A
ACB,-B,-A |O
-B,-A } - (AB)
A =B - (ADB)
F-A-(-B--(AB))

Beweisbaum:
B -BY

AX

> O

AB"

[

- (ALB)

=B - (ALB)

-A -A -A-0OF-A-0 (AX*)
A, -A-0O 0 (- B)

-A-OFA (Oc)
FCA-D)-A (- E)

Beweisbaum:
- A A Y

(- B)
A (@c)
-A-D)-A (- E)

> O

(Ax*)

(- B)

(Ax*), (T0), (Ax*)
(OB), (Ax*)

(= B)

(= E)

(- E)

(- E)

(- B)
(O
(D B)U,X
(= B)
- B)"
(- E)’
(- B
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B10: A, A-B } B:

ALA A-B}A-B

A A_B }B

Beweishaum:
A A_B
B

B11: A, B | ACB:
ALA BIB
A B }FAB

Beweishaum:
A B
AlB

B12: A-(B-C) F AOB-C:
ACB | ACB

AB,A-(B-C) IB-C
AB,AB,A-(B-C) } C

ALB AlLB
ALB B

(AX*)
(- B)

(- B)

(AX*)

(OE)

(LE)

A-(B-C)}FA-(B-C)

AB,A-(B-QC) | C

A-(B-C) FAIB-C

A-(B-C)

Beweishaum:

ACB"

B
Cc
AB-C

_lA |‘_|A _lA—>_lB |‘_|A—>_lB

~A -~A_-B | -B

—|A,—|A—>—|B, -- B |-|:]

~A_-B,-~B A

—|A—>—|B |——|—| B—»A

(Ax*)

(Ax*), (OB1), (Ax*)
(0B2), (- B)

(- B)

(KU)

(- E)

(OB1), Annahme
(O0B2), (- B)

(Ax)
(- B), (Ax*)

“B}-B (= B), (Ax¥)

-A--B,B}A

_|A—>_IB |'B—>A

F(~A~-B)-(B-A)

(Oc), (= B)
(- E.(-E)
(- B)
(- E)
(- E)

158



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 5: Kalkle des Naturlichen Schliessens

Beweisbaum:
=AY -A--BY
-B -- BY (- B)
0 B* -B’ (- B)
A 0 (Oc)", (- B)
--B_-A -- B (- BE)Y, (- E)
A (- B)
B-A (- E)
(-A--B)-~(B-A) (- E)’
Ax11: F A~ (B-ADB):
A, B | A(B B11l
A |B-ACB (- E)
FA-(B-ALB) (- E)
Beweisbaum:
A BY
ACB (LE)
B ALB (- E)Y
A (B-AIB) (- E)
Ax12: | O A:
OFO (AX*)
OFA (d)
3 A (- E)
Beweisbaum:
DU
A @n)
- A (- E)
Ax13: | AL(A - 0) (AL(A - 0) sei abgekiirzt mit B):
ALA ALOFA-O (AX*)
AlB -B | -B A-0O}B -B | -B (OEL), (OE2), (AX*)
A -B } [ A-0-B}0O (- B)
-B AT -B}FA-DO)-O (- E)
-B,-B |0 (- B)
- AOJA-D) FO (KU)

FAKA - D) (Tc)
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Beweisbaum:
Au A—> DV
AOA-0O)  -AOA-O)" AOA-0) -AOA-O)" (OE1), (OE2)
0 0 (- B)
A-[ A-0O)-0O (- B)Y (-~ E)Y
0 (- B)
AOA- D) (dc)”
BEWEIS von LEMMA 3 fur N2:
[ : es gilt (*):
B.CLA
BLIC FA
daraus folgt mit Vollstandiger Induktion:
XEA
X FA und
FOXSA (- E)
(*): BOC | BOC B,C LA (Ax*), Annahme
BLC | B CFB-A (OB), (- E)
BOC | BOC BOC,C LA (Ax*®), (- B)
BCC | C BOC FC-A (OB), (- E)
BLOC,BLC A (- B)
BIIC A (KU)
Beweisbaum flr (*):
B" c’
BOC A Annahme
B B_-A (OB), (- E)
BLC A (- B)
C C-A (OB), (- E)Y
A (- B)
O : es gilt:
ALA BIB
A, B }FALB (OE)
daraus mit Vollstandiger Induktion:
X FOX FIXSA Annahme
X FA (- B)

BEWEIS von LEMMA 4 fur N2:

Ax1l: FA-(B-A):

A LA (AX*)
B,AFA (AB)
A FB_A (- E)

FA~(B-A) (- B
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Beweishaum:

AU

B_A (- E)Y
A-(B-A) (- E)"

Ax2: F (A=~ (B-C))=((A-B)=(A-C)):
ALA A-B-C) FA-(B-C) AlLA A-B}A_-B

A,AL(B-C) }B-C A,A_B}B
A A A.BA-(B-C)|C
A,A.B,A.(B-C)}C
A_-B,A-(B-C) FA-C
A-(B-C) F(A-B)-(A-Q)
F(A-(B-C))-((A-B)-(A-C))

Beweisbaum:
A A-(B-C) A A-B"
B-C B (- B)
c (- B)
A-C (- E)
(A-B)-(A-C) (- B)”
(A-(B-C))-(A-B)-(A-C)) (- E)
Ax3a: FAB-A:
ACB | ACB (AX*)
AB A (OB)
FAOB- A (- E)
Beweisbaum:
ADB"
A (OB)
AB-A (- E)

Ax3b: |} AB- B:
analog

Ax4: F (A-B)- ((A-C)-(A-BIC)):
ALA A_-B}A_LB ALA A_C|LA-C
A,A-B B A, A-C}C
A,A,ALB,A_-C }BLC
A A.B,A_C |BIC
A_B,A_C }A_BIC
A-B (A-C)-(A-BIC)
F (A-B)-((A-C)-(A-BLC))

(AX*)
(- B)
(DE)
(KU)
(- E)
(- E)
(- E)

(Ax*)
(- B)
(~8)
(KU)
(- E)
(- E)
(-~ E)
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Beweisbaum:
A A_BY A" A-C%
B C (- B)
BLC (UE)
A_BIC (- E)
(A-C)- (A-BIC) (- B
(A-B)-((A-C)-(A-BIX)) (- E)
Ax5a: F A- ALB:
A LA (Ax*)
A FAB (OE)
FA-ALB (- E)
Beweisbaum:
AU
AB (UE)
A AB (- E)"

Ax5b: | B- ALB:
analog

AX6: | (A-C)=((B-C)-(AIB-C)):

AFAA-CEA-C BIB B.C}B-C

AB | A[B A A.C|C B,B_.C}C
AB,A-C,B_C|C
A_-C,BLC }AB-C
A-C|(B-C)-(AB-C)
F(A-C)-((B-C)-(AB-C))

Beweisbaum:
A A-CY B" B_C*
ABY C C
C
ALB-C
(B-C) - (AB-C)

(A-C)-((B~C)-(AIB-C))

AX7: F ((A=-B)=((A-B) -=A)):

ALA A_-B}A_B ALA A.-B}A_.-B
A,A-B|B A, A_--B }-B
AAALBA_-B}IDO

A ALB,A--B}0O
A_LB,A_-B }-A
A--B}FA-B)--A
F(A--B)-((A-B)~-A)

(Ax*)
(Ax*), (- B)
(OB)
(- E)
(- E)
(- E)

(- B)

(D B)u,w
(- E)
(- B
(- B’

(Ax*)
(- B)
(- B)
(KU)
(- E)
(- E)
(- E)
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Beweisbaum:
A A-B' A A--B"
B -B (- B)
0 (- B)
A (- EB)
(A-B)--A (- E)Y
(A~-B)~((A-~B)~=A) (- B)"
Ax8: | -~ A-A:
-A |-—|A = A |-—l—|A (AX*)
-A A LO (- B)
—A}LA (Uc)
F--A-A (- E)
Beweisbaum:
_|AU —_ AV
0 (- B)
A (Oc)
-~ A-A (- E)Y
AX9: F((A-D) -0 -A:
ALA -AF-A (Ax*)
A -A 0O (- B)
A FA-O A-D)-0OFA-O) -0 (- E), (Ax*)
A A-D)-0}FO (- B)
A-0O-0FA (Oc)
FHA-DO)-0)-A (- E)
Beweisbaum:
A =AY
O (- B)
A-0O A-D0) 0" (- E)"
O (- B)
A (Oc)Y

(A-D-0)-A (- B)”



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 5: Kalkile des Nattrlichen Schliessens 164

Variante N2:

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome:
A } A (Ax*)

Logische Regeln:
logische Einflihrungsregeln

X LA Y |B (OE)
X, Y FADB

X A

X FACB (OE1)
X IB

X FACB (OE2)
X, A }B

X FASB (- E)
X, A kO

X F-A (- E)

Klassische Widerspruchsregel:

X

-A 0
X FA (Oc)

Strukturschlussregeln:

X B
X,A}B (AB)

A
X,A}B (KO)

X
>
w

logische Beseitigungsregeln

X FACB (0B1)
X kA

X FACB

X |B (0B2)

X, Y }B (- B)
X LA Y F-A
X, Y FO (- B)
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Variante N2a:

165

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome:

A FA (Ax*)

Logische Regeln:

logische Einflihrungsregeln

X

FA

X B

X FACB

5

X
-
>
|
(oy)

:

X
--—
>
L]
vy}

X
>
W

X
-

>

)

X X

T[>
J>|:|

(OEa)

(OEL)

(OE2)

(- E)

(- E)

Klassische Widerspruchsregel:

X

X

Strukturschlussregeln:

=A
FA

XtB
X,A}B

X
>
w

X

A
AL

B

O

(Oc)

(AB)

(KU)

logische Beseitigungsregeln

(O0B1)

(0B2)

X,ALC X,B}C

XFA-B

(OBa)

XEA

X | B

X EA

(- Ba)

X E-A

X 0

(= Ba)
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5.1.7 Die Varianten N3 und N3a

Variante N3:

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: X, A F A

Regeln:
logische Einflihrungsregeln

X FA Y |B (OE)
X, Y FACB

X |X
--—
> >
L]
vy}

(OE1)

X X
-
> |
|
(uy)

(OE2)

X X
-

i(>Zl>
o '@

(- B)

X [
>
>|:|

(- E)

Klassische Widerspruchsregel:

X

-A 0O
XA (Oc)

Strukturelle Regel:

X,AA B )
X,A B (KU)

logische Beseitigungsregeln

X FADB (OB1)

X |B (0B2)

XFADB Y,AFC ZBI|C
X, Y, Z FC (OB)

X, Y }B (- B)
XA Y F-A
X, Y O (- B)
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Variante N3a:
Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: X, A F A

Regeln:
logische Einflihrungsregeln logische Beseitigungsregeln
XA X}B (OEa) X FACB (OB1)
X FALB X FA
X FACB
X B (OB2)
XEA X FAB X,AlC X,B}FC
X FALB (OEL) XEC (OBa)
XtB
X FAOB (OE2)
X,A}B XFA-B XFEA
X FASB (- E) X B (- Ba)
XA +O XFA X F=A
X }=A (= E) X kO (- Ba)

Klassische Widerspruchsregel:

X

-A 0O
XA (Oc)

Strukturelle Regel:

X, AA}B )
X, A |B (KU)
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LEMMA 8:
Die Abschwachungsregeln sind zuldssig in N3 und N3a.

BEWEIS:
Esgiltsogar: X fn A0 X, Z fn A;
der Beweis erfolgt durch Herleitungsinduktion als UBUNG.

FOLGERUNG:
N3 und N3a sind beide aquivalent zu N2.
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5.1.8 Die Varianten N4 und N4a

Variante N4:

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: X, A F A

Regeln:
logische Einflihrungsregeln

X FA Y IB
X,Y F ACB

(OE)

(OE1)

(OE2)

(- B)

(- E)

(Oc)

logische Beseitigungsregeln

X FADB (OB1)

X |B (0B2)

Y,AlC zB}C
X, Y, Z FC (OB)

X, Y }B (- B)
XA Y F-A
X, Y O (- B)



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 5: Kalkile des Nattrlichen Schliessens 170

Variante N4a:
Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: X, A F A

Regeln:
logische Einflihrungsregeln logische Beseitigungsregeln
XA X}B (OEa) X FACB (OB1)
X FALB X FA
X FACB
X B (OB2)
XEA X FAB X,AlC X,B}FC
X FALB (OEL) XEC (OBa)
XtB
X FAOB (OE2)
X,A}B XFA-B XFEA
X FASB (- E) X B (- Ba)
XA +O XFA X F=A
X }=A (= E) X kO (- Ba)

Klassische Widerspruchsregel:

XA (Oc)
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LEMMA 9:
(i) N4 ist unvollstandig
(if) N4a ist adaquat.

BEWEIS: )
(i) Analog zu S4 ist etwa Ax 2 nicht herleitbar; UBUNG.
(ii) UBUNG.
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5.1.9 Die Variante N5

Dieser Kalkl ist formuliert in der Signatur {0, [0, -} (= A wird definiert als A- [0, ACB
wird definiert als ((A - 0) - B) und hat folgende Axiome und Regeln:

Ist X eine endliche Multimenge von Formeln und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: A | A (Ax*)

Regeln:
logische Einflihrungsregeln logische Beseitigungsregeln
XA Y B (OE) X FACB (OB1)
X, Y FAB X FA
X FACB
X B (OB2)
X,A}B XFA-B Y }A
X }FA-B (- E) X,Y |B (- B)

Klassische Widerspruchsregel:

X, mA 0
X FA (Oc)

Strukturelle Regeln:

X IB
X, A }B (AB)

X, A A |B
X,A}B (KU)

BEMERKUNG:
Dieser Kalkdl entspricht dem Kalkil C* von Prawitz (1965), der dort allerdings als Kalkul zur
Konstruktion von Beweisbaumen formuliert wurde.

LEMMA 10:
N5 ist adaquat

BEWEIS:
UBUNG

Syntaktisch gesehen ist das wichtigste metalogische Theorem fir Kalkiile des Nattrlichen
Schliessens der Normalisierungssatz, der erstmals von Prawitz (1965) fur N5 bewiesen wurde
und dem Hauptsatz von Gentzen fir Sequenzenkalkiile entspricht.
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Wir beschranken uns hier auf einige Bemerkungen und verweisen den interessierten Leser auf
Prawitz (1965), Troelstra /Schwichtenberg (1996) bzw. Stalmarck (1991).

LEMMA 11:
Sei H eine Herleitung von X | A in N5; dann gibt es eine Herleitung H* von X } A in N5,
wobei die Anwendungen von ([ ¢) auf Aussagenvariablen p eingeschrankt werden kdnnen.

BEWEIS:
Induktion nach g(A):
A =B[IC:
eine Herleitung:
H

X, =(BC) O
X } BIC (Oc)
transformiert sich in:
H H, H H,
X, =(BLC) O . X, =(BC) O
X }F=(BOC)-O =B }=(BOC) X }F=(BOC)-O =C }=(BOC)
X, =B [ X,-C}0O
X EB X EC (dc), (IV)
X, X FBOC (OE)
X FBLC (KU)

A=B-C:
eine Herleitung:
H

X,=(B=C) O
X}FB-C (Oc)
transformiert sich in:
H H,
X, -(B=C) FO "
X}F-(B-C)-O B,~-C}-(B-C)
X,B,-C O

X,BLC (Oc), (IV)
X }FB-C (- E)

DEFINITION (Haupt- und Nebenpramisse):

Beseitigungsregel ~ Hauptpramisse ist ~ Nebenpramisse ist

(OB1), (OB2) ALB

(- B) A-B A (in der zweiten Sequenz uUber dem Strich)

DEFINITION (Maximumformel):

Eine Formel A, die in einer Herleitung von N5 sowohl unter dem Strich einer
Einfhrungsregel - entweder (L E), (- E) oder (I ¢) - entsteht, als auch Hauptpramisse einer
Beseitigungsregel ist, heilst Maximumformel.
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DEFINITION (normale Herleitung in N5):
Eine Herleitung H in N5 ist in normal gdw sie keine Maximumformel enthélt.

SATZ 1 (Normalisierungssatz):
Zu jeder Herleitung H von X | A in N5 gibt es eine normale Herleitung H* in N5 von X | A.

BEWEISSKIZZE:

Nach Lemma 10 kann man sich auf Herleitungen mit der dort angegebenen Eigenschaft
beschranken; mit sog. Reduktionsschritten zeigt man nun, dal3 sich jede Maximumformel
eliminieren I&sst:

[+FReduktionsschritt:

eine Herleitung:

X EA Y }B

X. Y FALB (OE)

X, Y FA (OB)

transformiert sich in:

X LA
X, Y FA (AB)

- -Reduktionsschritt:
eine Herleitung:

Y,A|B
XEA Y}FA-B (- E)
X,Y IB (- B)
transformiert sich in:
A Y |B -B | -B (AX*)
=B, A Y }O (- B)
=B, Y |-A X FA (- E)
-B, X, Y } [ (- B)
X, Y }B (Oc)

FOLGERUNG (Satz uber die Teilformeleigenschaft)
Ist H eine normale Herleitung der Sequenz X | A in N5, so sind alle in H vorkommenden
Formeln Teilformeln der Menge {0}0Sf{- A}Sf-X.



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 5: Kalkile des Nattrlichen Schliessens 175

5.1.10 Die Variante N um

Diese Multimengen-Supervariante enthélt als Axiome alle Sequenzen der Gestalt A | A;
als Regeln enthélt sie alle Regeln aus 5.1.1 bis auf die Vertauschungsregeln.

LEMMA 12:
N ww ist addquat.

BEWEIS:
Klar

BEMERKUNG:

In spateren Abschnitten werden noch andere Regeln betrachtet, sodal nicht wirklich von einer
Supervariante gesprochen werden kann; diese anderen Regeln lassen sich jedoch nicht immer
leicht als Einflihrungs- oder Beseitigungsregeln klassifizieren.
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5.1.11 Die Varianten N6, N6a und N

In der Mengenformulierung sind bereits die Kirzungsregeln implizit enthalten.

Der Einfachheit halber betrachten wir nur mehr diejenigen Varianten, die die
Abschwichungsregeln explizit enthalten, u.z. N6, N6a und N\ (Beschreibung weiter unten).
Die Mengen-Supervariante /N enthélt als Axiome alle Sequenzen der Gestalt A | A;

als Regeln enthélt sie alle Regeln aus 5.1.1 bis auf die Vertauschungs- und Kirzungsregeln.

LEMMA 13:
Die Varianten N6, N6a und /N sind adaquat.

BEWEIS:

Es gelten folgende Entsprechungen zwischen Mengen- und addquaten Multimengenvarianten:
N6 entspricht N2,

N6a entspricht N6a,

N entspricht N ym
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Variante N6:

Ist X eine endliche Menge von Formeln und A eine Formel, so ist X } A eine Sequenz

Axiome: A | A

Regeln:
logische Einflihrungsregeln

X LA Y }B (OE)
X,Y FACB

X |X
--—
> >
L]
vy}

(OE1)

X X
-
> |
|
(uy)

(OE2)

X X
-
>J>
i
o '@

(- B)

X [
>
>|:|

(- E)

Klassische Widerspruchsregel:

X

-A 0O
XA (Oc)

Strukturelle Regel:

X IB
X, A }B (AB)

177
logische Beseitigungsregeln
X FACB (OB1)
X FA
X FACB
X B (OB2)
X FAB Y,AlC Z,B|C
X,Y,Z }C (CB)

XFA-B YL A

X, Y }B (- B)
XA Y F-A
X, Y O (- B)
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Variante N6a:

Ist X eine endliche Menge von Formeln und A eine Formel, so ist X } A eine Sequenz

Axiome: A | A
Regeln:
logische Einflihrungsregeln logische Beseitigungsregeln
XA X}B (OEa) X FACB (OB1)
X FALB X FA
X FACB
X B (OB2)
XEA X FAB X,AlC X,B}FC
X FALB (OEL) XEC (OBa)
XtB
X FAOB (OE2)
X,A}B XFA-B XFEA
X FASB (- E) X B (- Ba)
XA +O XFA X F=A
X }=A (= E) X kO (- Ba)

Klassische Widerspruchsregel:

X

-A 0O
XA (Oc)

Strukturelle Regel:

X IB
X, A }B (AB)

BEMERKUNG:

N6a entspricht dem Kalkil von Sundholm (1983) (formuliert in der Signatur {-, 00, 0, -},
statt (1 steht die leere Menge ), mit dem Axiom X, A | A und folgender Abschwachungs-
regel:

X, Y A
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5.1.12 Die Varianten N7 und N7a
Variante N7:
Ist X eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: X | A, wobei A O X (Triv)

Regeln:
XA X}IB (OEa) X FACB (OB1)
X FAOB X FA
X FACB
X}IB (O0B2)
XA X,AlC X,B}C
X }FAOB (OE1) X,A[B }C (ORau)
X}tB
X FALB (OE2)
X,A}B XFA-B X} A
X }FA-B (- E) X B (- Ba)

Klassische Widerspruchsregel:

X,-AFB X, -A}-B
X FA (= K)

BEMERKUNG:

Dieser Kalkil entspricht dem Kalkil von Rautenberg 1979. Rautenberg spricht hier von
Sequenzenkalkil und nennt das, was wir als Sequenzenkalkil bezeichnen,
Bisequenzenkalkiil; im folgenden unterscheiden wir in der Bezeichnungsweise bei
zweipramissigen Regeln nicht mehr zwischen Regeln mit gleichem Kontext und solchen mit
verschiedenem Kontext.

LEMMA 14:
Die intuitionistische Variante N7i erhdlt man, indem man (- k) durch die beiden folgenden
Regeln ersetzt:

X kA X k=A
X }B (= i)

X,AFB _X,A}-B
X F=A (=1
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BEWEIS:
Wir zeigen, dal3 N2i und N7i dquivalent sind:
(ORau) ist zuldssig in N2i:

ACB | ACB X,A }C X,B}C
X, X,AB | C (OB)
X,AB }C (KU)
(= 1) ist zuléssig in N2i:
XA X F=-A
X, X 0O (= B)
XtO (KO)
X}B (0i)
(= J) ist zulassig in N2i:
X,A}B X,A}-B
X, X, AA O (- B)
X, A L0 (KO)
X F-A (- E)
(O B) ist zulassig in N7i (die Abschwachungsregeln sind ebenfalls zuldssig in N7i):
Y,A }C Z,B}C
X, Y, ZA}C X,Y,Z,B}C (AB)
X FAOB X, Y,Z,AB }C (ORau)
X.Y.Z FALB X.Y.Z FAIB-C (AB), (- E)
X,Y,Z }C (- B)

(= E) ist zuléssig in N7i; da N7i in der Signatur {-, 00, [0, -} formuliert ist, zeigen wir die
Zuléssigkeit folgender Regel:

X,AFBE B
X E=-A (- EY)
X,A B B X,A }B& B
X,A B X, A }-B (OB1), (OB2)
X F=A (=)
(= B) ist zuléssig in N7i; wir zeigen die Zulassigkeit folgender Regel:
XA Y }-A
X,Y |} B& B (- B
XA Y }-A
XY }A X.Y }-A (AB)
X,Y |} B& B (=)
(O01) ist zuldssig in N7i; wir zeigen die Zulassigkeit folgender Regel:
X FBEF B
X FA (O
X FBEF B X B B
X}B X =B (0B1), (IB2)

X FA (= 1)
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LEMMA 15:
N7 ist adaquat.

BEWEIS:
Wir zeigen, dal? N2 und N7 dquivalent sind:
(= K) ist zul@ssig in N2:

X,-A}B X, =A }-B

X, X, =A,-A O (- B)

X, =A O (KU B)

X FA (Ok)

(= E®) ist zuldssig in N7:

X,A B+ B -—A -A|-A - A -Al--A

X FA-BE B - A -A LA (- E), (= k)
X,-—A|B& B (- B)
X,~—A}lB X,—A}-B (0B1), analog

X }F-A (= k)

(- BY) ist zuléssig in N7 (die Abschwachungsregeln sind zuldssig in N7):

XEA X E=-A

X,~(BZ B) } A X,=(BEZ B) F-A (AB)
X FBE B (= k)

(O c) ist zulassig in N7, wobei ([I c*) folgende Regel ist:

X,-A }B& B

X FA (Oc

X,-A | BG B X,-A }BG B
X,~A}B X,-A }-B (OB1), (OB2)
X A (= k)
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Variante N7a:
Ist X eine (nicht notwendigerweise endliche) Menge, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: A | A (Ax*)

Regeln:
X EA XEB (OEa) X FACB (OB1)
X }ACB X FA
X FACB
X B (OB2)
X EA X,ALC X,B}FC
X FAOB (OE1) X,AB | C (O Rau)
X }B
X FAOB (OE2)
X,A}B XFA-B X}FA
X FA-B (- E) X|B (- Ba)

Widerspruchs- bzw. Negationsregeln:

X A X F=A
X }B (= i)

X,AFB X -A|lB
X |B (- 2)

Strukturelle Regel:

X IB
X, A }B (AB)

BEMERKUNG:
Dieser Kalkul entspricht dem Kalkil von Rautenberg 1996; (- 2) heil3t auch Beweis durch
Fallunterscheidung.

LEMMA 16:
N7a ist adaquat.
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BEWEIS:
Wir zeigen, dall N2 und N7a &quivalent sind:
(= 2) ist zuldssig in N2:

FAG A X,A|B X,-A}B B3
X XIB (OB)
X }B (KO)

(- E®) ist zulédssig in N7a:

X,A B B X, A B B

X,A}B X,A}-B (OB1), (IB2)

X, A F-A X,~A F-A (—| i), (AX*), (AB)

X }F-A (- 2)

(- B*) ist zuléssig in N7a: analog zu N7i;
(O c) ist zuléssig in N7a:
X,-A }|B& B X,7A |B& B

X,-A }B X,=A }-B (OB1), (OB2)
X, =A FA X, AFA (=), (Ax*), (AB)
X kA (- 2)

BEMERKUNG (zur Semantik von Kalkdiilen des Nattrlichen Schliessens):

Man kann fur Kalkile des Naturlichen Schliessens auch einen semantischen Addquatheits-
beweis vollig analog zu dem Beweis fiir die schwache Korrektheit und Vollstandigkeit von
Fur aus Kapitel 2 fiihren; so zeigt man etwa fiir N7a zuerst den Endlichkeitssatz (darum
wurde bei N7 und N7a die Beschrankung auf endliche Mengen weggelassen); fur weitere
Details siehe etwa Rautenberg (1996, 18ff).
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5.1.13 Die Varianten N8 und N8a
Variante N8:

Ist X eine endliche Menge und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome:

AlA (AX*)
A,A-B}|B (Modus Ponens)
A, B }F ACB Konjunktion
ACB | A Simplifikation
ACB | B Simplifikation
A-C,B-C }(AB)-C

A} ACB Addition

A |} BCA Addition
AF--A Doppelte Negation
A -A B Ex falso quodlibet
Regeln:

XA AY B

X,Y }B (CUT¥)
XtB

A X} B (AB)
-A X |BE B

XA (OcY)
X,A B

X FA-B (- E)
AX|B -AX|B

X }B (- 2)
BEMERKUNG:

Dieser Kalkul entspricht dem Kalkil G aus Czermak: Logik. Vorlesungsskriptum (dort
allerdings mit Folgen anstatt Mengen); dieser Kalkil enthélt erstmals auch nichttriviale
Axiome; Ubersetzt man diese in Regeln, erhélt man folgende Variante N8a:
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Variante N8a:

Ist X eine endliche Menge und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome: A | A (Ax*)
Regeln:

X FA Y IB (OE)
X, Y F ACB

5

X FACB (OE1)

:

X | ACB (OE2)

X, A}B
X FA-B (- E)

Widerspruchs- bzw. Negationsregeln:

X FA

X, ~A }B5 B

X kA (Oc)
X,AFB X, -A}lB

X } B (- 2)
X A Y F-A

X,Y } B (- i)

Strukturschlussregeln:

X A AY|B
X, Y }B (CUT™*)

X B
A X B (AB)

X FACB (OB1)
X FA

X FACB

X B (OB2)

X FA-C Y }B-C
X, Y }(ADB)-C (0C2)

XFA-B YA
X, Y B (- B)
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BEMERKUNG:
Ein Axiom (A) der Gestalt A;, Ay, ..., An | B wurde dabei in folgende Regel (RA) Ubersetzt:
X1 FA X A, Xn_FAn
X1, Xz, .y X F B (RA)
LEMMA 17:

N8 und N8a sind beide dquivalent zu N2.

BEWEIS:

Da sowohl (- E) als auch (-~ B) zu den Regeln von N8 und N8a gehéren, sind N8 und N8a
aquivalent; wir zeigen nun, da N2 und N8a &quivalent sind:

(O Cz) ist zulassig in N2: UBUNG;

(== E) ist zuldssig in N2: UBUNG;

(CUT*) ist zulassig in N2: UBUNG;

(OB) ist zulassig in N8a: UBUNG;

(- E®) ist zulassig in N8a: analog zu N7 bzw. N7a;

(- BY)ist zuldssig in N8a: analog zu N7 bzw. N7a.

BEMERKUNG:
Genauso wie alle bisher betrachteten Supervarianten enthalt N8a einige redundante Regeln;
das Augenmerk liegt hier (wie bei einigen weiteren Varianten) nicht auf Okonomie, sondern
auf dem Auffinden von Beweisen, das durch das Vorhandensein zusatzlicher Regeln
erleichtert wird.
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5.1.14 Die Varianten N9, N9a, N9b und N9c
Variante N9:

Ist X eine endliche Menge und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiome:

AlA (AX*)
A,A-B}|B Modus Ponens
-B,A-B |-A Modus Tollens
ACB | A Simplifikation
ACB | B Simplifikation

A, B }F ACB Konjunktion
ACB,-A | B Disjunktiver Syllogismus
ACB,-B }A Disjunktiver Syllogismus
A FAB Addition

A |} BOA Addition
Al--A Doppelte Negation
-—-A}A Doppelte Negation
Regeln

X,A B

X }FA-B (- E)
X,AlB X,-A}IB

X }B (- 2)
X,-A | B& B

X FA (OcY)
XtB

A X }B (AB)
XA AY B

X, Y |B (CUT*)

BEMERKUNG:

Der Kalkul N9 entspricht dem Kalkil aus Schurz (1995).

Ubersetzt man die nichttrivialen Axiome von N9 in Regeln, erhalt man folgende Variante
N9a:
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Variante N9a:
Ist X eine endliche Menge und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz

Axiom: A | A (Ax*)

Regeln:
X EA Y }IB X FACB
X, Y }FACB (OE) X FA (OB1)
X FACB
X B (OB2)

X EA
X FAOB (OE1)
X}B
X FAOB (OE2)
X,A}B XFA-B Y LA
X FA-B (- E) X, Y |IB (- B)
XFA-B Y |}-B

X, Y F-A (MT)
X FAB Y F-A X FACB Y F-B
X,Y | B (DS) X, Y LA (DS)
X EA
XI-—|—|A (—|—| E)
XE--A
X EFA (== B)
X,mA | B B
XA (OcY)
X,AlB X,mA|lB

X B (=2
XtB
A X}B (AB)
XFA AY B
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Weitere mogliche Varianten sind:

Da N9a einige redundante Regeln enthélt, kann man u.a. eine weitere Variante N9b aus N9a
erhalten durch Weglassen von (MT) und Ersetzen von ([1 c*) durch (= 1);

N9c entsteht aus N9b durch Ersetzen von (O E1) und (0 E2) durch den disjunktiven Modus
Ponens A, ALB - C | C, formuliert als Regel:

X LA Y FAOB-.C
X, Y FC (DMP)

bzw. B, ALIB - C | C, formuliert als Regel:

X A Y FAOB-C
X,Y FC (DMP)

und durch Ersetzen von (O E) durch den konjunktiven Modus Ponens A, B, ALB-C | C,
formuliert als Regel:

X A Y, B ZFAB-.C
X,Y,Z}FC (KMP)

Einfuhrungsregeln werden hier ersetzt durch Eliminationsregeln; aber die Frage ist natirlich,
wie genau definiert man Einfuhrungsregeln bzw. Eliminationsregeln; vgl. auch Abschnitt
5.1.17.

LEMMA 18:
N9, N9a, N9b und N9c sind adaquat.

BEWEIS:

N9 und N9a sind klarerweise &quivalent;

N9a und N9b sind ebenfalls &quivalent, und beide sind aquivalent zu N2 (vergleiche N7 bzw.
N7a);

so ist etwa ((JRau) zul&ssig in N9b:

X,AFC

X FALC AB,-B}A X,B }C (DS)

X, A[B, =B | C X, AB,B | C (- B), (AB)
X,AB | C (= 2)

N9b und N9c sind ebenfalls aquivalent:
so ist etwa A | ACB herleitbar in N9c:
ACB | ACB (Ax*)
A LA LACB-ALB (Ax*), (- E)
A } ALB (DMP)
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5.1.15 Die Variante N10

Wie schon im ersten Abschnitt erwéhnt, gibt es viele verschiedene Versionen der Présentation
des Natirlichen Schliessens. Gentzen (1934) und Prawitz (1965) etwa verwenden ,Regeln zur
Konstruktion von Beweisbdumen®; in diesem Skriptum folgen wir Troelstra / Schwichtenberg
(1996) und fassen den Kalkll in Sequenzenform - also die ,Regeln zur Herleitung von
Sequenzen der Gestalt X } A‘ - als Metakalkdl fiir alle Versionen des Natirlichen Schliessens
auf.

Ein Vorteil des Kalkils in Sequenzenform (unter Annahme der CDC) ist, dal die Regeln
(- E), (= E) und (O c) leichter zu formulieren sind, da man das Schliessen von Annahmen-
klassen einfach dadurch ausdriickt, dal? die entsprechenden Formeln links vom Sequenzen-
zeichen verschwinden und entsprechende andere Formeln rechts vom Sequenzenzeichen
eingefuhrt werden. Erhalten bleibt dabei stets die Beziehung zwischen einer Formel A und
den Annahmen X, von denen sie abhangt, ausgedriickt in der Sequenz X } A.

Will man die urspringliche Idee des Schliessens von Formeln unter bestimmten Annahmen
auf andere Formeln unter bestimmten Annahmen beibehalten, hat man neben den Regeln zur
Konstruktion von Beweisbdumen noch andere Alternativen. Schurz schldgt in diesem
Zusammenhang folgende Terminologie vor und folgt dabei teilweise Rautenberg (1979):

Kalkiile des Natiirlichen Schliessens

/ \
Satzkalkule Sequenzenkalkdle
/ \
Monosequenzenkalkiile Bisequenzenkalkule

Unter Satzkalkilen versteht Schurz dabei Kalkule, die das Schliessen von Formeln auf neue
Formeln mithilfe von Regeln und Metaregeln modellieren; der von Schurz (1995) verwendete
Satzkalkil S ubersetzt sich in den Monosequenzenkalkul N9 wie folgt: aus den Regeln von S
werden die Axiome von N9, und aus den Metaregeln von S werden die Regeln von NO9.

Satzkalkile unterscheiden sich in der Art der Prasentation, u.z. vor allem dadurch, wie man
die oben erwahnten kritischen Regeln (- E), (= E) und (O c¢) und das damit verbundene
Schliessen von Annahmenklassen am besten graphisch darstellt. Aus der Fille der (v.a.
philosophischen) Literatur seien nun vier Beispiele anhand der Regel (- E) kurz vorgestellt;
dabei kann die Anwendung dieser Regel als Teilbeweis innerhalb einer Herleitung aufgefasst
werden; in allen Fallen jedoch schliesst man von Formeln unter bestimmten Annahmen auf
andere Formeln unter bestimmten anderen Annahmen, sodaR unser Kalkul in Sequenzenform
als Metakalkdl furr alle diese Versionen aufgefasst werden kann.
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Die Regel (- E) wird dargestellt durch:
(i) das Schreiben des Teilbeweises in einem Kastchen; u.a. von Jaskowski (1934), Fitting
(1990):

A

A-B

(i) das Ziehen von Annahmenbereichsklammern; u.a. von Copi (1973), Klenk (1989), Schurz
(1995):

n A
m B
m+l A-B

(iii) das Ziehen von senkrechten Strichen, u.a. von Fitch (1952):

A

B
A-B
(iv) explizite Annahmenkennzeichnung durch Nummern; u.a. von Mates (1978) und Essler /
Martinez (1991).
Stellvertretend wollen wir nun die Version N von Essler / Martinez (1991) betrachten; eine
Herleitung in N besteht aus einer (nichtleeren) endlichen Folge von Zeilen, wobei eine
einzelne Zeile folgende Form hat:

n(ny, ..., Ny) A Regel (k, )

dabei bezeichne:

n Zeilennummer
N1, ..., Nk Nummern der Zeilen, von denen die Formel A abhangt
A Formel in der Zeile (mit der Nummer n)

Regel (k,1)  Name der Regel, mit deren Hilfe A erschlossen wird (k und | bezeichnen die
Nummern der Zeilen, die Pradmissen der Regel sind im Falle einer
zweipramissigen Regel, sonst nur k bei einer einpramissigen Regel, oder leer
bei Annahmeeinfuhrung).
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Konvention: A, bezeichne die Formel in der Zeile mit der Nummer n.
Die der Zeile mit der Nummer n:

n(ny, ..., Ny) A Regel (k, )

entsprechende Sequenz sei die Sequenz Ang, ..., Ang | A.

Der Annahmeeinfuhrung:

nin) A AE

entspricht das Axiom A | A im Sequenzenkalkll.

Der Regel:

k(K) A

I(ly, ..., I, k) B

n(ly, ..., 1) A-B SE(l=k,n>k, 1)

entspricht die Regel:

X, A}B
X FA-B (- E)

im Sequenzenkalkul, wobei X = {Aly, ..., Al,}.

Der Regel:

K(ky, ..., k) A-B

I(14, ..., s A

n(ky, ..., ls) B SBri(n>Kk, 1)

entspricht die Regel:

XFA-B YA
X, Y }B (- B)

im Sequenzenkalkil, wobei X = {Aky, ..., Ak} und Y ={Al, ..., Alg}.

192

Analog fir die anderen Regeln. Man erhalt so insgesamt ein System von folgenden (Axiomen

und) Regeln:
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Variante N10:

Ist X eine endliche Menge und A eine Formel, so ist X | A eine Sequenz
Axiome: A | A (Ax*)

Regeln:

X FA Y IB
X, Y F ACB (OE)

X X

FA (OB1)

X B (OB2)

X |X
--—
> >
L]
vy}

(OE1)

>

(OE2)

Y F-A

XX X
T
I

]

w o

(DS)

X
>
w

XFA-B Y }A
X FALB (- E) X, Y }B (- B)

X FA-BG B
X F-A (- E*)

X FA (-- B)
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LEMMA 19:
N10 ist adaquat

BEWEIS:
UBUNG.

BEISPIEL.:
Eine Herleitung von A-B, C-B |} ALOC-B, zuerst in S mit expliziter Annahmen-
kennzeichnung, dann in N9a:

Herleitung in S:

1(1) A-B Annahmeeinfuhrung AE
2(2) C-B AE

3(3) A AE

4(4) A AE

5(1,4) B MP (1,4)

6(6) -A AE

7(3,6) C DS (3,6)

8(2,3,6) B MP (2,7)

9(1,2,3) B FU (4,5,6,8)

10(1,2) AC-B KB (3,9)

Ubersetzung dieser Herleitung ergibt eine Herleitung in N9:

1 A-B }FA-B Axiom

2 C-B}C-B Axiom

3 ALC FALC Axiom

4 ALA Axiom

5 A A-B}B - Beseitigung (1,4)
6 -A I-—|A AXxiom

7 ACC,-A}C DS (3,6)

8 C-B,AC,-A | B - Beseitigung (2,7)
9 C-B,A-B,AC |} B FU (5,8)

10 A-B,C-B}AIC-B - Einflihrung (9)
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5.1.16 Die Varianten N11 und N1la

In den letzten beiden Abschnitten werden einige Varianten vorgestellt, die in der
Kognitionswissenschaft von Bedeutung sind, da sie das Schliessen im Alltag zu modellieren
versuchen.

Variante N11:

Axiome: A | A (Ax*)

Forward-Regeln von N11 (vereinfacht):

XFA-B Y LA

X, Y }B (- B)
X FACB X FACB
X FA (OB1) X B (OB2)
X F-=A
X FA (-- B)
X FADB Y }-A X FAOB Y }-B
X, Y }B (DS) X, Y FA (DS)
X A Y FAB-.C X B Y FADB-C

X, Y }C (DMP) X, Y }C (DMP)
X A Y |B ZFAB-.C

X,Y,Z}FC (KMP)
X k= (ADB)
X F-AG B (DM)
X |- (ADB) X k= (ADB)
X F-A (DM) X F-B (DM)
X k= (ADB) Y FA X k= (ADB) Y IB
X, Y }-B (DS") X, Y F-A (DS*)

XFAB  YFA-C Z}B-C
X, Y,Z}C (ORi)
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Backward-Regeln von N11 (vereinfacht):

X, A}B
X FALB (- E)
X,=A | BG B
X kA (Oc)
X, A }BZ B
X F-A (= EY)
XFAOB Y,AFC ZBIC

X, Y,Z}C (OB)
X LA Y|IB
X, Y FADB (OE)
X LA
X FACB (OE1)
XFALB YA
X, Y }B (- B)
X FACB
X LA (0B1)
X F==A
X kA (-- B)
X LA Y FAOB-C

X, Y FC (DMP)
XFAODB Y }F-A
X, Y FB (DS)
X | =(ADB) YA
X, Y }-B (DS*)
X | =(ADB)
X F-AG B (DM)
X |- (ADB)
X F-AG B (DM)

X B
X | ACB (OE2)
X FACB
X B (0B2)
X IB Y FAOB-C

X, Y FC (DMP)
XFAOB Y }-B
X, Y FA (DS)
X | =(ADB) Y |B
X, Y F-A (DS")
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N11a entsteht aus N11 durch Hinzufligen folgender Regeln:

X F=(A-B)
X FA (-— E)

X F=(A=B)
X F-B (- 1)

X FA-B
X F-ADB (- 2)

BEMERKUNG:
N1l entspricht dem Kalkil PSYCOPS von Rips (1994); N1la entspricht dem Kalkil
PSYCOPS+ von Rips (1994).

LEMMA 20:

N11 ist unvollstandig, da etwa = (p - q) | p ist nicht herleitbar ist;
N11la ist adéquat.

BEWEIS:
UBUNG
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5.1.17 Die Varianten N12, N12a und N12b

Sperber / Wilson (1995) schlagen (informell) folgende drei Kalkile zur Modellierung des
Alltagsschliessens vor:

Variante N12:
X } Aist herleitbar in N12 gdw nur Beseitigungsregeln angewendet werden.

BEMERKUNG:
Als Beispiele flr Beseitigungsregeln fiihren sie an:
(OB1), (OB2), (- B), (DS), den konjunktiven Modus Ponens:

XA Y FAOB-C
X,Y FB=C (KMP)
X}B Y FAOB-C
X, Y FA-C (KMP)

den disjunktiven Modus Ponens:

XEA Y FAOB-C
X, Y FC (DMP)
X}B Y FAOB-C
X, Y FC (DMP)

Als Beispiele fiir Einfuhrungsregeln fihren sie an:
(OE), (OEL), (OE2), (-~ E)

Das Problem ist jedoch die exakte Definition von Beseitigungs- und Einfihrungsregel, denn
welchen Status hat z.B. folgende Regel:

X,A | BG B
X F=A (- EY)
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Variante N12a:
X } Aist herleitbar in N12a gdw nur Regeln mit einer Pramisse angewendet werden.
BEMERKUNG:

Das Problem ist jedoch die exakte Definition von Regel mit einer Pramisse, denn eine Regel
mit zwei Pramissen, etwa

XFA-B Y }FA
X, Y }B (- B)?

kdnnte man ja auch zu einer Regel mit einer einzigen Pramisse machen:

X FAA-B)
X B (- B)?

Variante N12b:

X, Y F A st herleitbar in N12b gdw X, Y | A ist herleitbar in N12 und weder X | A noch
Y } Asind herleitbar in N12.
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UBERSICHT Nr. 2 (iiber weitere verwendete Axiome und Regeln):

Axiome:

FAG A Tertium non datur
F--A-A Doppelte Negation
A,A-B|B Modus Ponens

A, B }FALB Konjunktion

ACB | A Simplifikation

ACB | B Simplifikation
A-C,B-C }(AB)-C

A }FAB Addition

A |} BCOA Addition

Al--A Doppelte Negation

A -A B Ex falso quodlibet
-B,A-B |-A Modus Tollens
ACB,-A | B Disjunktiver Syllogismus
ACB,-B } A Disjunktiver Syllogismus
-—-A}A Doppelte Negation

A, AB-C |C disjunktiver Modus Ponens
B,AB-C |C disjunktiver Modus Ponens
A, B,ACB-C }C konjunktiver Modus Ponens

Regeln (verschiedener Kontext bei zwei- bzw. dreiprdmissigen Regeln):

X, A }BZ B
X F-A (= EY)
X FALBZ B

X F-A (- E*)
X A

X A Y F-A

X,Y } BB B (- BY)
X F-=A

X kA (-- B)
X,-A | B2 B

X kA (Oc)
X | BE B

X A @i
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X,-A}lB Y,-A}-B

X, Y FA (= k)
X FA Y F-A
X,Y } B (= i)
X, AFB X,A}-B
X F-A =)
X, AFB Y,-A}lB
X, Y } B (=2
X, AFC Y,B}C
X,Y,ADB | C (ORau)
XFALC Y }B-C
X,Y }(AOB)-C (OC2)
XFADB Y}A.C Z|[B-C
X,Y,Z}C (ORI)
X FA A Y |B
X, Y }B (CUT¥)
X}FALB Y }-B
X, Y }-A (MT)
XFAOB Y }-A
X, Y B (DS)
X}FAOB Y }-B
X, Y FA (DS)
X | - (AIB) Y FA
X,Y }-B (DSY)
X | = (AIB) Y | B
X, Y F-A (DSY)
X FA Y FAOB-C
X,Y LC (DMP)
X|}B Y FAOB-C
X,Y }C (DMP)
XA Y, }B ZFAB-C

X,Y,Z}FC (KMP)
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Y FAOB-.C

Y FAOB-.C

X b -AB

BEMERKUNG:

(KMP)

(KMP)

(DM)

(DM)

(DM)

(DM)

(~- E)

(- 1)

(=- 2

202

Wie schon erwéhnt, sind der Anzahl von Kalkulen des Nattrlichen Schliessens nach oben hin
kaum Grenzen gesetzt; man kann beliebige herleitbare Deduktionen als Axiome bzw. ihre
Ubersetzungen als Regeln annehmen.
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5.2 Klassische Pradikatenlogik

Abschliessend einige kurze Bemerkungen zur Pradikatenlogik PL. Diese erhélt man erstens,
indem man etwa zu N2 folgende Regeln hinzufigt:

X FA@) X F OxA(x)

X } OxA(X) (O E) mit (VB) X FA({) (0 B)

X FA(t X FIXA(X) A(a),Y |B

X } IXA(X) (OE) X, Y |IB (OB) mit (VB)

Dabei ist t ein beliebiger Term und die Variablenbedingung (VB) lautet: die freie Variable a
kommt nur in A(a) vor.

Czermak: Logik. Vorlesungsskriptum verwendet zweitens folgende Regeln:

X FA(@) X F OxA(x)

X } OxA(X) (O E) mit (VB) X FA®®) (OB)

X FA(t A(@), X | B

X } IXA(X) (OE) [XA(X), X | B (OB*) mit (VB)

bzw. drittens folgendes System:

Axiome: OxA(X) FA(a)
A(a) | IXA(X)

und die Regeln (O E) mit (VB) und (OB*) mit (VB).
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UBERSICHT (uber pradikatenlogische Axiome und Regeln):

1. das Axiom [OxA[X] - A[t] entspricht den Regeln (ohne VB):

X F OxA(x)
X FA({) (O B) bzw.

A, X FY
OXA(X), X FY (OL)

2. das Axiom A[t] - [XA[X] entspricht den (fast identischen) Regeln (ohne VB):

X FA(t
X | IXA(X) (E)
X LY, At

X Y, IXA(X) (OR)

3. Folgende Regeln mit VB sind (fast) identisch:

X FA(@)
X } OxA(X) (O E) mit (VB)

X FY,A@)
X FY, OXA(X) (O R) mit (VB)

4. Und:

X | IXA(X) A(),Y | B
X,Y | B (OB) mit (VB)

bzw.

A@).X }B
XA(X), X | B (OB*) mit (VB)

A@), X Y
XAX), X FY (OL) mit (VB)
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Ubungen zu Kapitel 5:

1 Beweisen Sie Lemma 8.

2 Beweisen Sie Lemma 9.

3 Beweisen Sie Lemma 10.

4 Vervollstandigen Sie den Beweis von Lemma 17.

5 Vervollstandigen Sie den Beweis von Lemma 18. Ist N9a ohne (O ¢*) vollstandig?
6 Beweisen Sie Lemma 19.

7 Beweisen Sie Lemma 20.
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