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4 Sequenzenkalkdle

4.1 Klassische Aussagenlogik
4.1.1 Einleitung

Bei Axiom-Regel-Kalkilen im Stile von Hilbert-Frege ist der Begriff des Theorems primarer
Begriff: man definiert mithilfe von (mehreren, vielen) Axiomen und (wenigen, im Falle der
Aussagenlogik einer einzigen) Regel(n), wann eine Formel Theorem ist, }4 A. Dann
definiert man als sekundaren Begriff den Begriff der Konsequenzrelation X | 4 A. Mit
anderen Worten, die Information eines Axiom-Regel-Kalkils steckt tberwiegend in den
Axiomen.

Sequenzenkalkile sind Regel-Kalkiile zur Herleitung von Sequenzen X | Y. Mithilfe von
wenigen Axiom(enschemata) und mehreren (vielen) Schlussregeln wird der hier als primarer
Begriff derjenige der Herleitbarkeit einer Sequenz definiert. Eine Formel A ist dann herleitbar
(oder beweisbar) in einem Sequenzenkalkiil, wenn die Sequenz O | A herleitbar ist. Mit
anderen Worten, die Information eines Regel-Kalkdls steckt tberwiegend in den Regeln.

In der Literatur gibt es viele verschiedene Varianten von Sequenzenkalkilen, die sich
hinsichtlich der Definition einer Sequenz und hinsichtlich der verwendeten Axiome und
Regeln unterscheiden.

Es gibt im Prinzip drei Mdglichkeiten, Sequenzen zu definieren, u.z. mithilfe von endlichen
Folgen, Multimengen oder Mengen von Formeln.

Eine Multimenge ist eine Menge, in der ein und dasselbe Element mehrfach vorkommen kann
(oder anders ausgedrtickt, eine Multimenge ist eine Folge, bei der es nicht auf die Reihenfolge
der Folgenglieder ankommt); eine Menge ist eine Multimenge, in der jedes Element genau
einmal vorkommt; formal definiert:

DEFINITION (Multimenge uber einer Menge X):

Eine Multimenge uber einer Menge X ist eine Abbildung f: X - IN,, wobei f(A) = n bedeutet,
dal die Multimenge f genau n Vorkommnisse des Elementes A O X enthélt; f(A) = 0
bedeutet, dal} A kein Element von f ist.

DEFINITION (Vokabular eines Sequenzenkalkuls):

Das Vokabulars eines Sequenzenkalkils ist das Vokabular der formalen Sprache fiir die
klassische Aussagenlogik AL, vermehrt um das autonym verwendete Zeichen |
(Sequenzenzeichen), sowie, im Falle der Definition von Sequenzen mithilfe von
Formelfolgen, vermehrt um das Hilfszeichen , (Beistrich).

DEFINITION (Sequenz):

Sind X und Y endliche Folgen von wohlgeformten Formeln, so ist X } Y eine Sequenz.

Sind X und Y endliche Multimengen von wohlgeformten Formeln, so ist X | Y eine Sequenz.
Sind X und Y endliche Mengen von wohlgeformten Formeln, so ist X }Y eine Sequenz.
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BEMERKUNG:

Die Formeln in X (X kann auch leer sein) heien Antezedensformeln, die Formeln in Y
(Y kann ebenfalls leer sein) heien Sukzedensformeln der Sequenz X } Y. Ist X oder Y leer,
schreiben wir oft auch zur besseren Verdeutlichung dieser Tatsache O | Y bzw. X } .

Jede der betrachteten Varianten von Sequenzenkalkiilen besteht aus Axiomen(schemata),
logischen Schlussregeln und Strukturschlussregeln.

UBERSICHT (uiber verwendete Axiome und Regeln):

Axiome(nschemata):

ptp (AX)
AFA (AX*)
X,ptpY (AX)
X, A LAY (AX*)
Ok (gL
X, O0FY (OLL)

(Grund-)Schlussregeln:
Logische Regeln:
linke logische Regeln:

AX}FY

AB, X }Y (OL1)
B, X }Y

AOB,X }Y (OL2)
ABX}Y

ADB, X }Y (OL)

AXLEY B,Z}U
ADB, X, Z }Y,U ()

AXEY BXFLY
AB, X }Y (OLa)

AXFEY BX}U
AB, X }Y,U (OLb)

AXEY BZLY
ACB, X, Z }Y (OLc)

XFY.A B,Z}U
ALB, X, Z}Y,U (- L)
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XFEY.A  BX}Y
ALB X FY
XFY.A BX}U
ALB, X }Y, U
XFY.A BZ}Y
ALB X, Z}Y

X LY. A
SA X LY

rechte logische Regeln:

XFY.A Z}UB
X,Z }Y,U, ALB

LA X}tY,B

Strukturschlussregeln:

linke Strukturschlussregeln:

X FY
AX}FY

(- La)

(- Lb)

(- Lo)

(=D

(OR)

(ORa)

(ORb)

(ORc)

(OR1)

(OR2)

(OR)

(- R)

(= R)

(ABL)
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AAX LY

AXFY (KU L)
X,AB,Z}Y

X,B,AZ}Y (VE L)

rechte Strukturschlussregeln:

X bY

X FY, A (ABR)
X FY.A A

X FY, A (KU R)
X FY,A, B, U

X FY,B,A U (VE R)

Eine Strukturschlussregel verdient besondere Aufmerksamkeit, u.z. die Schnittregel:

XEY, A AZLU

X, ZFY,U (CUT)
XEY. A AXFEY

X FY (CUTa)
XFY.A AXFU

X FY,U (CUTh)
XEY. A AZ}Y

X, Z kY (CUTc)
BEMERKUNG:

Wir schreiben A, X etc. fur:

die Folge, die man durch Hintereinanderschreiben des Folgengliedes A und der Folge X
erhalt; bzw.

{A}X, verstanden als Vereinigung von Multimengen, wobei A bzw. {A} als diejenige
Multimenge aufgefal3t wird, die das Element A mit genau einem Vorkommnis enthélt; bzw.
{A}X, verstanden als Vereinigung von Mengen.

BEMERKUNG:
Eine einpramissige Regel wie (] L1) wird dabei verstanden als Menge von geordneten Paaren
von Sequenzen {<A, X } Y, A(B, X | Y>/A, B WFF; X, Y Folgen, Multimengen oder
Mengen von Formeln, die jeweils auch leer sein kdnnen}; analog fur die anderen Regeln (im
Fall der zweipramissigen Regeln werden diese verstanden als Mengen von geordneten Tripeln
von Sequenzen).
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BEMERKUNG:

(AB L) und (AB R) heillen Abschwéchungsregeln (weakening) oder Verdunnungsregeln
(thinning); (KU L) und (KU R) heiBen Kiirzungsregeln oder Zusammenziehungsregeln
(contraction); (VE L) und (VE R) heil’en Vertauschungsregeln (exchange, interchange).

DEFINITION (Haupt-, Neben-, Kontextformel):

Die Formel, die in der Konklusion einer logischen Regel neu gebildet wird, heif3t
Hauptformel, die Formel(n) in der/den Pramisse(n), aus der/denen die Hauptformel gebildet
wird, heil3t/en Nebenformel(n). So ist z.B. bei der Regel (0 L1) ACB die Hauptformel, A die
Nebenformel.

Die Formeln X, Y, U, Z der logischen Regeln heilRen Kontext(formeln).

Bei der zweiprdmissigen Regel (00 L) kann der Kontext der beiden Pramissen verschieden
sein, bei (O La) muR der Kontext der beiden Pramissen identisch sein; bei (O Lb) muf der
Kontext im Antezedens der beiden Pramissen identisch sein, bei (O Lc) der Kontext im
Sukzedens; analog fir die anderen zweipramissigen Regeln.

BEMERKUNG (weitere mogliche Eigenschaften von Folgerungsbegriffen X |} Y):
AOXO X }Y, A (Reflexivitat)

ADOY O A, X Y (Reflexivitat)

XnYOAVO X }Y

XnYzO00OX}Y

X FYund X OX*O X* }Y (linke Monotonie)

X FYundY OY*O X | Y* (rechte Monotonie)

X FY,AundA X FY DO X }Y (Schnitt, CUT)

X FAund A }Y O X }Y (unitarer Schnitt)

XFEFY,AundA X }Y O X }Y,AOSf(X O Y) (analytischer Schnitt)

X FY,AundA,Z FUDO X, Z }Y, U (Schnitt, CUT)

XFY,AMund A", X } YO X }Y, m,n=1 (Multischnitt, Mix, MUT)

X FY,A"und A", Z FUO X, Z }Y, U, m n=1 (Multischnitt, Mix, MUT)
XFYund X }Z0O X, Y }Z (eingeschrankte Monotonie)

X, Y FZund X }Y O X } Z (Transitivitat)

X, Y FZundU |Y O X, U } Z (Transitivitat, Variante 2)

(furalle AOY: X FA)undY }FZ O X | Z (Abschlusseigenschaft)

X FY O es gibt ein endliches X* 00 X mit X* } Y (Endlichkeit)

A, X }Y,Bgdw X }Y, A- B (Deduktionstheorem)

fur alle Substitutionen s gilt: X FY O sX | sY (abgeschlossen unter Substitution)
fur alle Substitutionen s gilt: X F Y O X | sY (abgeschlossen unter der Substitutionsregel)
XFY,Aund A - BO X |}V, B (abgeschlossen unter L-aquivalenter Umformung der
Konklusion)

DEFINITION (Sequenzenkalkul):
Ein Sequenzenkalkul S ist eine Menge von Axiomen(schemata) und Grundschlussregeln.

DEFINITION (Herleitbarkeit in einem Sequenzenkalkl):

Der Begriff der Herleitbarkeit in einem Sequenzenkalkil wird induktiv definiert:
Alle Axiome sind herleitbar

Sind die Prdmissen einer Grundschlussregel herleitbar, dann auch die Konklusion



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 4: Sequenzenkalkile 62

BEMERKUNG:

Sei S ein Sequenzenkalkil und O eine Schlussregel; wir schreiben S + [ flr denjenigen
Sequenzenkalkdl, der aus S durch Hinzunahme von [0 zu den Grundschlussregeln von S
entsteht bzw. S - O fiir denjenigen Sequenzenkalkul, der aus S durch Wegnahme von [0 von
den Grundschlussregeln von S entsteht.

DEFINITION (Aquivalenz von Sequenzenkalklen):
Seien S; und S; zwei Sequenzenkalkiile; S; und S, heiBen aquivalent gdw gilt:
X }Y herleitbar in S; gdw X } Y herleitbar in S,

DEFINITION (zuldssige, direkt, indirekt ableitbare Schlussregel):

Eine Schlussregel [ hei3t zuldssig in S gdw S und S + [J dquivalent sind.

Eine Schlussregel heiRt direkt ableitbar in S gdw ihre Anwendung durch eine Folge von
Anwendungen von Grundschlussregeln von S ersetzt werden kann.

Eine in S zuldssige, nicht direkt ableitbare Regel heilit indirekt ableitbar in S.

LEMMA 1:
S enthalte die Regel X; dann ist die Regel Y direkt ableitbar in S, falls in S die Regeln im
Schnittpunkt von X und Y zul&ssig sind; analog fiir die drei anderen zweipramissigen Regeln:

X\Y (OR) (ORa) (ORDb) (ORc)
(OR) O (KU L), (KUR) (KU L) (KUR)
(ORa) (AB L), (ABR) [ (AB R) (AB L)
(ORb) (AB L) (KUR) 0 (AB L), (KUR)
(ORc) (ABR) (KU L) (ABR), (KU L) [
BEWEIS:

XFY,A XLY,B

X, X }LY,Y,AB (OR)

X }Y,ADB (KU L), (KUR)

XFY,A X}U,B

X, X LY, U, A[B (OR)

X LY, U, ACB (KU L)

XFEY,A ZLY,B

X, Z FY,Y,AlB (OR)

X,Z }FY,ADB (KUR)

X LY. A ZFU,B

X, ZFY,U A X, Z}FY,UB (AB L), (ABR)

X,Z }Y,U,AB (ORa)

X LY. A X FU,B

XFY,U A XFY,U,B (AB R)

X LY, U, ACB (ORa)
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X}FY, A Z}+Y,B

X.ZFY. A X, Z}Y,B (AB L)
X,Z }Y,AB (ORa)
X}FY, A Z}tU,B

X.Z}FY, A X.Z}U,B (AB L)
X,Z }Y, U, A[B (ORDb)
XFY,A X}tY,B

XFY,Y,AOB (JRb)
X }Y,AB (KU R)
X}FY, A Z}+Y,B

X.ZFY. A X, Z}Y,B (AB L)
X, Z}Y,Y,AB (JRb)
X,Z }Y,AB (KU R)
X}FY, A Z}tU,B

XFY,UA Z}+Y,UB (AB R)
X,Z }Y,U, A[B (ORc)
XFY,A X}tY,B

X, X FY,AB (ORc)
X, Y, ACB (KU L)
X}FY, A X }tU,B

XFY,UA X}tY,UB (AB R)
X, X }FY, U, AB (ORc)
X }Y, U, ACB (KU L)
LEMMA 2:

S enthalte die Regel(n) X; dann ist/sind die Regel(n) Y direkt ableitbar in S, falls in S die
Regel im Schnittpunkt von X und Y zuléssig ist:

X\Y (O0L1), (OL2) (dL)
(OL1), (OL2) O (KU L)
(OL) (AB L) O
X\Y (OL1), (OL2) (OL)
(OL1), (OL2) O (KU R)
(OL) (AB R) O
BEWEIS:

ABX}Y

AOB,B, X |Y (OL1)

ACB,AB, X }Y (OL2)

ACB, X Y (KU L)
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AX}FY

ABXFY (AB L)
ADB, X }Y (OL)
X FY.A.B

X FY,AB, B (OR1)
X FY,ADB, A(B (OR2)
X bY, ACB (KUR)
X EY,A

X FY.AB (ABR)

X bY, ACB (OR)
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4.1.2 Die Variante S2 und die Adaquatheit von S2*

Wir betrachten zuerst einen Sequenzenkalkul in der Formulierung von Multimengen, u.z. die
Variante S2:

DEFINITION (S2):

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz
S2 enthalte folgende Axiome und Grundschlussregeln:

Axiome: (Ax), (L)

Linke logische Regeln: (OJL1), (OL2), (L), (- L), (= L)

Rechte logische Regeln: (OR), (IR1), (CIR2), (- R), (= R)

Linke Strukturschlussregeln: (AB L), (KU L)

Rechte Strukturschlussregeln: (AB R), (KU R)

BEMERKUNG:
Im allgemeinen ist jeder Sequenzenkalkil symmetrisch, d.h. zu jedem Junktor gibt es eine
(oder zwei) Einfiihrungsregel(n) sowohl links als auch rechts vom Sequenzenzeichen .

BEMERKUNG (zur verwendeten Signatur):

S2 ist in der Signatur {0, =, [J, [0, -} formuliert;

man erhalt eine Variante S2° in der Signatur {{J, [0, O -}, indem man (- L) und (= R)
streicht, also S2° = S2 — {(- L), (= R)}; definiert man = A := A [J, kann man leicht zeigen,
dal’ die Negationsregeln dann herleitbar sind in S2*“:

XFY, A OF Annahme, (O L)
A-OX}FY (- L)
AX}EY Annahme

A X LY. O (ABR)

XFY, A-DO (- R)

man erhalt eine Variante S2** in der Signatur {-, [0, [0, -}, indem man (I L) streicht, also
S2¢ = S2 — {(0 L)}; definiert man O := py[% p;, kann man leicht zeigen, da pi& p1 |
herleitbar ist in S2°:

P1 kP (AX)
2P, pr f =L
—p1, pihpy b (OL1)
pilhpy, pifhp (O L2)
EN (KU L)
BEMERKUNG:

S2a entspricht dem Kalkil Glcp in der Signatur {{J, [, 0, — } von Troelstra/Schwichtenberg
(1996).

DEFINITION (S2%):
S2" sei S2 + (CUT)

BEMERKUNG:
X }Y herleitbar in S2 0 X }Y herleitbar in S2°
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LEMMA 3:
(Ax*), (AX), (AX*) und (O LL) sind herleitbar in S2

BEWEIS:
Siehe Abschnitt 4.1.6.

FOLGERUNG:
S2 - (Ax) + (Ax*) und S2 sind dquivalent
S2" - (Ax) + (Ax*) und S2" sind dquivalent

BEMERKUNG:

Sei S ein Sequenzenkalkil; man kénnte z.B. X }s Y dafiir schreiben, daR X | Y herleitbar in
S ist; da | aber ein objektsprachliches Zeichen ist, ist diese Analogie zu |y nicht ganz
korrekt. Eine bessere Schreibweise ware daher etwa S 0 X |Y (oder auch S | X O Y), aber
bei uns ist O fir die metasprachliche Implikation reserviert (und wir verwenden | fiir das
Sequenzenzeichen und nicht [1); deshalb werden wir immer genau den Sequenzenkalkdl
angeben, auf den wir uns bei Herleitungen beziehen, um Verwechslungen auszuschlielRen.

LEMMA 4 (Beispiele fur Herleitungen in S2):
Folgende Sequenzen sind herleitbar in S2:
Bl: F-Ao (A-D)

B2: & AG A

B3: FAG A

B4: F(A-B)-A)-A

B5: F (A-(A-B))-(A-B)

B6: FAZ A-B

B7: FA-(-A-B)

B8: I-—|A—>(—|B—>—I(ADB))

BY: FA-D)-A

B10: A,A-B |B

B11: A, B F ACB

B12.A-(B-C) FAB-C

B13: ALB | A, B

Ax10: } (-A--B)-(B-A)

Ax1l: F A-(B-AIB)

Ax12: - A

Ax13: | AXA - 0O)

BEWEIS:
Siehe Abschnitt 4.1.6.

Hauptziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, daR S2* adaquat bzgl. der Aussagenlogik ist,
d.h. daB gilt: }wr A gdw | A st in S2* herleitbar.
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DEFINITION (Korrektheit, VVollstandigkeit und Adaquatheit eines Sequenzenkalkiils):
Sei S ein Sequenzenkalkul;

S heil’t korrekt bzgl. AL gdw firr alle A gilt: | A herleitbarin SO }pe A

S heil3t vollstandig bzgl. AL gdw fiir alle A gilt: Fue A O | A herleitbar in S

S heilRt addquat (bzgl. AL) gdw S korrekt und vollstandig bzgl. AL ist.

DEFINITION (die einer Sequenz entsprechende Formel):

Die der Sequenz X } Y entsprechende Formel E(X }Y) wird definiert durch:
Xz0undYzO: EX}FY)=0OX - OY

X=0undY #0O: EX}FY)=0Y

X#DOundY = 0: E(X}Y) = =0OX

X=0undY=0:EXX}Y)=0O

LEMMA 5:
X }Y herleitbar in S2* gdw | E(X }Y) herleitbar in S2*

BEWEIS:
Siehe Abschnitt 4.1.6.

BEMERKUNG:

Sei S ein Sequenzenkalkul;

A heif3t S-beweisbar gdw O } A herleitbar;

X heift S-inkonsistent gdw X | O herleitbar; sonst S-konsistent.

Sei S =S2", dann gilt:

(i) X S-inkonsistent gdw X | O herleitbar in S;

(i) Sist korrekt bzgl. AL gdw fir alle X, X endlich gilt: (X konsistent [1 X S-konsistent)

(iii) S ist vollstandig bzgl. AL gdw fir alle X, X endlich gilt: (X S-konsistent [1 X konsistent)
Beweis:

(i) Klar

(if) O : A S-beweisbar 0 - A S-inkonsistent I = A inkonsistent 0 A [0 PC

[0 : X S-inkonsistent [1 =X S-beweisbar [ =X OPC O X inkonsistent

(i) O : AOPC O = A inkonsistent [1 = A S-inkonsistent [1 A S-beweisbar

[0 : X inkonsistent [0 =0OX 0O PC O =0OX S-beweisbar 0 --0X S-inkonsistent [0 X S-
inkonsistent

LEMMA 6 (Vollstandigkeit von S2*):
Fue A O F A herleitbar in S2*

BEWEIS:

Herleitungsinduktion in PC bzw. H1.:

Induktionsanfang: fur alle Axiome Ax gilt: } Ax herleitbar in S2*:
siehe Abschnitt 4.1.6.
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Induktionsschritt: sind | A und } A - B herleitbar in S2*, dann auch | B:
Dies laRt sich nur mit Hilfe der Schnittregel beweisen:

ALA BIB (AX*)

FA AA-B|B (IV), (- L)

LA-B A_B|B (1V), (CUT)
LB (CUT)

LEMMA 7 (Korrektheit von S2°):
F A herleitbar in S2° 0 }ye A

BEWEIS:

Wir zeigen:

X FY O Fue E(XFY) durch Herleitungsinduktion in S2*:

Induktionsanfang:

Fue E(pEp), also Fuep—p

|‘HF E(D |—), also |-|-||: =[]

Induktionsschritt (UBUNG):

Fir alle Regeln <P1, (P2,) K> des Sequenzenkalkiils S2° ist zu zeigen:

Fur E(PL), (Fre E(P2)) O Fue E(K), so z.B. fur (OL1):

Fue E(A, X FY) O Fue E(ADB, X }Y), also Fue ADOX) - Y O Fue ADB(OX) - Y

BEMERKUNG:

Falls wir die schwache Vollstandigkeit der Aussagenlogik (f A O } nr A) voraussetzen
kdnnen, genlgt es, durch Herleitungsinduktion zu zeigen, dal} gilt:

X }Y herleitbar O EE(X}Y)

Induktionsanfang:

Fp-p

E-O

Induktionsschritt z.B. fur (OL1): FAOX)-Y O FADBO(X)-Y

daraus folgt insb. | A herleitbarin S2 0 EA.

BEMERKUNG:

Es gilt auch folgende Umkehrung:

Fue ECXFY) O X } Y ist herleitbar in S2, denn aus |y E(X FY) folgt mit LEMMA 6: }
E(X}Y) herleitbar, und daraus mit LEMMA 5: X }Y herleitbar.

BEMERKUNG:

Man konnte auch (vielleicht direkter und einfacher) folgendes zeigen:

(i) X hae A gdw X | A ist herleitbar; also:

X Fqe A O X | Aist herleitbar: dies funktioniert genauso wie oben;

X FY ist herleitbar O X pye OY (falls Y = O, sei O0Y = [): dies ist einfacher zu zeigen, so
etwa fir (OL1): A, X fye OY O ADB, X Fye OY, man benétigt dazu einfach fye ADB - A,
und das ist Ax3a;

(i) X } Y ist herleitbar O X [ 0OY; da X endlich ist, braucht man nur die schwache
Vollstandigkeit der Aussagenlogik; fir (O L1) etwa zeigt man: A, X F0OY O ADB, X kLY.
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4.1.3 Die Adaquatheit von S2

Das wichtigste metalogische Theorem dieses Kapitels ist der Hauptsatz von Gentzen (auch
Schnitteliminationssatz genannt).

SATZ 1 (Abgeschlossenheit gegenliber der Schnittregel):
S2 und S2* sind aquivalent, oder anders formuliert:
die Schnittregel (CUT) ist zulassig in S2 (aber — natlrlich — nicht direkt ableitbar).

Genauer formuliert werden wir sogar die folgende starkere Behauptung auf syntaktischem
Wege beweisen:

SATZ 2 (Hauptsatz von Gentzen, Schnitteliminationssatz):
Gegeben sei eine Herleitung H von X } Y in S2*; dann gibt es eine effektives Verfahren, um
eine Herleitung H* von X } Y in S2 anzugeben.

BEWEIS:

Zunéchst betrachten wir eine neue Schlussregel, die sog. Mischregel; diese Regel hat einige
technische Vorteile beim Beweis des Hauptsatzes; A™ stehe dabei fir m Vorkommnisse von
A, d.h. fir A A, ..., A (m-mal):

X FY, A" A"Z }U (m, n>1)
X, ZFY, U (MIX)

X FY, A" A" X bY (m, n>1)
X kY (M1Xa)

diese Regel heiflt auch Multischnitt (Multicut); eine Anwendung dieser Regel heil3t
Mischung; A heilst Mischformel; die Formulierungen fir (MIXb) oder (MIXc) sind analog
wie vorher.

Behauptung 1:

S2" und S2 + (MIX) sind aquivalent und es folgt aus der Elimination der Mischungen fiir S2
+ (MIX) die Elimination der Schnitte fiir S2*.

Beweis:

(CUT) ist (MIX) firm=n=1;

umgekehrt erhalt man (MIX) durch (CUT) wie folgt:

XEY,A" AZ LU

XEY, A AZLU evtl. (KU L), (KU R)
X,Z }Y,U (CUT)

Definition:

sei H eine Herleitung (einer Sequenz);

h(H) sei die Anzahl der in H vorkommenden Sequenzen;

die Hohe der Herleitung H sei die maximale Lange eines Astes dieser Herleitung und die
Lange einer Astes einer Herleitung H die Anzahl der Knoten dieses Astes minus 1;

X FnY bedeute, dal X | Y eine Herleitung der Lange < n habe.
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Sei M eine Mischung mit A als Mischformel; der Rang vom M, r(M), sei g(A) +1 (wobei
g(A) die Anzahl der in A vorkommenden logischen Zeichen ist).
Der Mischungsrang von H, mr(H), sei das Maximum derjenigen r(M), wo M in H vorkommt.

Behauptung 2:

Sei g(A) =n,

H eine Herleitung von X }Y, A® mit mr(H) < n,

K eine Herleitung von A%, Z } U mit mr(K) < n,

dann gibt es ein effektives Verfahren, um eine Herleitung G (=G(H, K)) von X, Z } Y, U
anzugeben mit mr(G) < n.

d.h. die folgende Herleitung L:

H K mr(H) und mr(K) <n
X LY. A A% Z FU
X,Z kY, U (MIX)

mit r(MIX) = g(A) +1 =n+1 und mr(L)=n+1
transformiert sich in eine Herleitung G:
G
X,Z Y, U
mit mr(G) < n.
Der Beweis dieser zentralen Behauptung wird nach Behauptung 3 gefiihrt.

Behauptung 3:

Sei h eine Herleitung mit mr(H) < n+1; dann gibt es ein effektives Verfahren, um eine
Herleitung R(H) der gleichen Endsequenz wie von H anzugeben mit mr(R(H)) < n.

Beweis:

Induktion nach der Anzahl m der Mischungen vom Grad n+1 in H:

m=0: R(H) = H;

m>0: sei folgende Mischung die oberste Mischung vom Grad n+1 in H, d.h. es sei L* der
folgende Teilherleitungsbaum von H:

Hl Kl
X LY, AP A" Z LU
X,Z}Y, U (MIX)

sodalR mr(H;) < n, mr(K,) <n;

nach Behauptung 2 gibt es ein effektives Verfahren, um eine Herleitung G von X, Z } Y, U
anzugeben mit mr(G) < n; ersetzt man in H den Teilherleitungsbaum L* durch G, erhélt man
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eine Herleitung H* der gleichen Endsequenz wie H mit einer Mischung vom Grad n+l
weniger als H; nach Induktionsvoraussetzung ist R(H*) definiert; setze R(H) = R(H®).

Dies beweist den Schnitteliminationssatz, denn sei H eine Herleitung von X | Y; da H
endlich ist, gibt es ein n mit mr(H) < n; nun wendet man Behauptung 3 n+1 mal an.

Beweis von Behauptung 2:

durch Hauptinduktion nach g(A), und Nebeninduktion nach h(H) + h(K); insgesamt sind 37
(Unter-)Félle zu betrachten, von denen wir allerdings nur einige ausgewdhlte Falle behandeln,
der Rest verbleibt als UBUNG; die Falle werden danach unterschieden, welches die letzten
Regelanwendungen in den Herleitungen H bzw. K waren:

H K
H; Ha K1 Kz
X1 bY: X2 Y, Z, FU, Z, }U,
XEY A" A“Z}U
X,Z }Y,U (MIX)
Letzte Regel von
H\K Axiom Strukturregel Mix logische Regel logische Regel
(A nicht Hauptformel)(A Hauptformel)
Nummer des Falles: 2 4 6 8 9
Axiom, 1
Strukturregel, 3
Mix, 5

logische Regel, 7
(A nicht Hauptformel)
logische Regel, 9
(A Hauptformel)

In den Féllen 1-8 wird die Nebeninduktionsvoraussetzung (Mischungen vom gleichen Rang
wie A sind erlaubt, wenn die entsprechenden Herleitungen kirzer sind) angewendet (im Fall
A = p oder A = [ verschwinden dann alle Mischungen), und im Fall 9 wird die
Hauptinduktionsvoraussetzung (Mischungen von niedrigerem Rang wie A sind erlaubt, ganz
gleich wie lang die entsprechenden Herleitungen sind) angewendet.

Fall 1: die letzte Regel von H ist ein Axiom:
Unterfall 1.1: A=p, p } p: die Herleitung:

K
ptp p". Z tU
p,Z U (MIX)
transformiert sich in:
K
p",Z U

pZFU (KU L)
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allgemeiner behandeln wir den Fall A [0 X: die Herleitung:
H K

X EY, A" A" Z LU

X,Z kY, U (MIX)
transformiert sich in:

K

A ZlU
X, ZFY,U evtl. (KU L), (AB L), (AB R)
Unterfall 1.2: A=[: O | O ist nicht moglich.

Fall 2: die letzte Regel von K ist ein Axiom:
Unterfall 2.1: A=p, p |} p: die Herleitung:
H

X kY, p" plp
XFY,p
transformiert sich in:
H

X LY, p"

XFEY,p (KUR)

Unterfall 2.2: A=, O | O: die Herleitung hat folgende Gestalt:
H

Xty om Ot

XFtY
nun zeigt man durch Herleitungsinduktion in S2 (UBUNG):
XY, OOX nY

Fall 3: die letzte Regel R von H ist eine strukturelle Regel:
Unterfall 3.1 und 3.2: R = (AB L) oder (KU L): die Herleitung:
H K

Xo LY, A"
XEY A" A" Z}LU  (ABL)oder (KUL)
X,Z kY, U (MIX)
transformiert sich in:
H K

Xo LY, A A" Z LU
Xo, ZFY, U (MIX)
X,Z FY,U (AB L) oder (KU L)
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Unterfall 3.3: R = (AB R):
(i) die Abschwéchungsregel wurde nicht auf A angewendet; die Herleitung:

H K
X Yo A"
XFEY, A" A“Z LU (ABR)
X,Z}Y, U (MIX)
transformiert sich in:
H K
X FYo A" A" Z }U
X,Z }Yo U (MIX)
X,Z}Y, U (AB R)
(i) die Abschwachungsregel wurde auf A angewendet und m=2; die Herleitung:
H K
XEY, A™
X EY, A" A" ZFU (ABR), m>1
X,Z}Y, U (MIX)
transformiert sich in:
H K
XEY, A™ A Z U
X, Z}FY. U (MIX)
X,Z}Y, U (AB R)

(iii) die Abschwéchungsregel wurde auf A angewendet und m=1; die Herleitung:
H K

XtY

XFEY, A A" Z LU (ABR), m>1
X,Z}Y, U (MIX)

transformiert sich in:

H

XtY

X,ZFY, U (AB L), (ABR)

Unterfall 3.4: R = (KUR)

(i) die Kirzungsregel wurde nicht auf A angewendet; analog zu 3.2 (i) UBUNG

(ii) die Kirzungsregel wurde auf A angewendet; hier wird der technische Vorteil von (MIX)
gegeniiber (CUT) deutlich, da bei (CUT) die Verwendung der Induktionsvoraussetzung nicht
zielfuhrend waére; die Herleitung:

H K
X EY,A™
X EY,A" A"ZFU (KUR)

X,Z kY, U (MIX)
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transformiert sich in:

H K
X EY,A™ A Z U
X,Z}FY, U (MIX)

Fall 4: die letzte Regel R von K ist eine strukturelle Regel: analog zu Fall 3

Unterfall 4.1: R = (AB L): UBUNG

Unterfall 4.2: R = (KU L): hier wird wieder der Vorteil von (MIX) gegeniiber (CUT) deutlich;
UBUNG

Unterfall 4.3: R = (AB R): UBUNG

Unterfall 4.4.: R = (KU R): UBUNG

Fall 5: die letzte Regel R von H ist die Mischregel:
die Herleitung:

H; H; K
X1 FY;, AP, B! B, X, FY, A
XEY, A" A“Z}U (MIX), g(B) <n
X,Z}Y,U (MIX)
transformiert sich im Falle p, =1 in:
H1 K H2 K
X1 Y, B AP A Z U B!, X, F Y, A A" Z}U
X1,Z }Y;, U, B B, X5, Z} Yo, U (MIX)
X1, X0, 2, Z F Y1, Y5, U, U (MIX)
X,Z}Y,U (KU L), (KU R)
im Falle p = 0 (q = 0 analog) transformiert sich die urspriingliche Herleitung in:
H1 H2 K
_ B!, X5 | Y, A A“Z LU
X: FYy, B B, X5, Z}Y,, U (MIX)
X1, X2, Z FY1, Yo, U (MIX)

Fall 6: die letzte Regel R von K ist die Mischregel: analog zu Fall 5, UBUNG

Fall 7: die letzte Regel von H ist eine logische Regel, bei der A nicht die Hauptformel ist:
Unterfall 7.1: R = (O L1): die Herleitung:

H K

C. X, LY, A"

COD, X, Y, A" A Z LU (OL1)
X, Z}+Y,U (MIX)

transformiert sich in:
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H K

C. X, FY, A" A".Z }U
C.XuZ}FY. U (MIX)
CD, X, } Y, U (OL1)

Unterfall 7.2: R = (OL2): UBUNG
Unterfall 7.3: R = (OL): UBUNG
Unterfall 7.4: R = (- L): UBUNG
Unterfall 7.5: R = (= L): UBUNG
Unterfall 7.6: R = (OR): die Herleitung:

H, H, K
X1 FY, AP C X> FY,, A% D
X | Yo A", COD A" Z}U (OR)
X,Z}Y,U (MIX)
transformiert sich im Falle p, g = 1 (p=0 oder g=0 analog) in:
Hi K H, K
X; FY:, C A A" Z U Xy b Y5, D, A A" Z U
X, Z }FYy, U, C X2, Z F Y5, U, D (MIX)
X,Z,Z Y, U, U, CD (OR)
X,Z}Y,U (KU L), (KUR)

Unterfall 7.7: R = (OR1): UBUNG
Unterfall 7.8: R = (OR2): UBUNG
Unterfall 7.9: R = (-~ R): UBUNG
Unterfall 7.10: R = (= R): UBUNG

Fall 8: die letzte Regel von K ist eine logische Regel, bei der A nicht die Hauptformel ist:
Unterfall 8.1: R = (OL1): UBUNG

Unterfall 8.2: R = (OL2): UBUNG

Unterfall 8.3: R = (OL): UBUNG

Unterfall 8.4: R = (- L): die Herleitung:

H K Ks

AP Z }U, C D.A"Z, [ U,

XEY, A" A" C.D,Z, }U (- L)
X,Z}Y,U (MIX)

transformiert sich im Falle p, g = 1 (p=0 oder g=0 analog) in:

H K1 H K>

XEY,A" A Z }U;C XEFY,A" DAYZ }U,
X.Z; FY, Uy, C D, X,Z, }Y, U, (MIX)

CoD, X, X, Zo }Y,Y, U (- L)
X,Z}Y, U (KU L), (KU R)
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Unterfall 8.5: R = (= L): die Herleitung:

H K

A" Z, }U,C

X EY, A" -C,A"Z, U (- L)
X,Z kY, U (MIX)

transformiert sich in:

H K

X EY, A" A" Z, kU, C
X,Zo FY, U, C (MIX)
-C,X,Zo }Y,U (- L)

Unterfall 8.6: R = (OR): UBUNG

Unterfall 8.7: R = (OR1): UBUNG
Unterfall 8.8: R = (OR2): UBUNG
Unterfall 8.9: R = (-~ R): UBUNG
Unterfall 8.10: R = (= R): UBUNG

Fall 9: die letzten Regeln von H und K sind beide logische Regeln, bei denen A die
Hauptformel ist: dann muB die letzte Regel von H eine rechte logische Regel und die letzte
Regel von K eine linke logische Regel sein, die beide zum gleichen logischen Zeichen
gehoren.

Unterfall 9.1: A = =B, d.h. die entsprechenden Regeln sind (= R) und (= L): die Herleitung:
H K

B,X}Y,-B" -B"Z|U,B

X kY, -B™ -B™, Z}U (= R), (= L)
X,Z}Y, U (MIX)

transformiert sich im Falle m, n > 1 (m=0 oder n=0 analog) in:

H K H K

B, X}Y,-B" -B"Z|U,B

X LY, -B™ -B".Z}U,B B.X }Y,-B" -B™LZ LU
X,Z}FY,U,B B, X,Z}Y,U (MIX)

X, X, Z,ZFY, Y, U U (MIX)
X, Z}Y,U (KU L), (KU R)

Unterfall 9.2: A = (BOC), d.h. die entsprechenden Regeln sind (O R) und (0 L1); fur (O L2)
analog: die Herleitung:

H
H, H, K
5&1 LY, (BOC)", B '>'<'g LY, (BOC)", C (BIC)",B.Z FU
X FY, (BOC)™ (BO)™, Z, U (OR), (OL1)

X,Z}Y,U (MIX)
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transformiert sich im Falle m, n > 1 (m=0 oder n=0 analog) in:

H, K H K
(BOC)" B, Z U
X; FY1, (BOO)",.B (BLC)™,Z | U X LY, (BOC)™  (BOC).B.Z }U
X1, Z }FY;, U, B B, X,Z}Y, U (MIX)
X, X, 2, Z}FY,Y, U U (MIX)
X,ZFY, U (KU L), (KU R)
9.3: A = (BLIC), d.h. die entsprechenden Regeln sind (CJR1) und (CIL); fur (0 R2) analog: die
Herleitung:
H K
Ke K>
X FY, (BOC)", B B, (BLC)", Z; U, C,(BOCO)", Z, FU,
X by, (BOC)™! (BLC)™, Z } U (OR1), (OL)
X,Z}FY, U
transformiert sich im Falle m, n > 1 (m=0 oder n=0 analog) in:
H K H K1

X LY, (BOO)", B
X LY. (BOO)".B  (BC)™,Z LU X LY. (BOCY™ B, (BOC)". Z; U,

X, Z}Y, UB B, X.Zi Y, U, (MIX)
X, X,Z1,Z }Y, Y, U, U (MIX)
X,Z}Y,U (KU L), (KUR)
9.4: A= (B - C), d.h. die entsprechenden Regeln sind (-~ R) und (- L): die Herleitung:
H K
Kl K2

B.X}FY, (B-C)".C B-C)" 7 }U;, B C.B-C)" 7, U,
X LY, (BoC)™ B-CO)""LZ}U (- R), (- L)

X,Z kY, U (MIX)
transformiert sich in:

Gy

H K1

B X }Y,(BLC)".C
XFY,. (B-O™ (B-O"Z FU,B

X,Z1 FY, U, B (MIX)
G,
H K
B, XLY,(BL_C)".C (B_C)Y" Z LU

B,X,Z}Y,U,C (MIX)
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Gs

H K,
B.X}FY,(B-Q)".C
XtY.(B-CO)™ C (B-O)"Z}U,

C,X,Z }Y, U, (MIX)
Gl G2 G3
X.Z, Y. U,B B, X.Z}Y,U.CC

X, X, Z1,Z FY, Y, U, U, C C.X.Z, Y. U, (MIX)

X, X, X, Z1, 25, Z F Y, Y. Y, U, Uy, U (MIX)
,Z Y, U (KU L), (KUR)

FOLGERUNG (Adaquatheit von S2):
S2 ist addquat bzgl. AL

FOLGERUNG (Satz uber die Teilformeleigenschaft fiir S2):
Ist H eine - schnittfreie - Herleitung der Sequenz X | Y in S2, so sind alle in H
vorkommenden Formeln Teilformeln von Formeln in X, Y.

BEWEIS:
Folgt sofort aus der Beschaffenheit der Regeln von S2; diese Eigenschaft wiirde verloren
gehen, wenn man die Schnittregel zum Kalkil hinzunimmt.

FOLGERUNG (Separierungseigenschaft fir S2):

Ist X } Y in S2 herleitbar, so gibt es eine Herleitung H von X | Y, in der nur diejenigen
Axiome und Schlussregeln angewendet werden, wo die entsprechenden Junktoren in X } Y
vorkommen.

FOLGERUNG (Beschréankung der Formelvorkommnisse fiir Herleitungen in S2):

Ist X | Y in S2 herleitbar, so gibt es eine Herleitung H von X | Y, sodaB fir alle in H
auftretenden Sequenzen Z | U gilt: jede Formel A in Z bzw. U kommt héchstens dreimal in Z
bzw. U vor.

BEWEIS:
Die Aussage ,,hdchstens dreimal® kann sogar verscharft werden zu ,,hdchstens zweimal®;
siehe Troelstra/Schwichtenberg (1996, 89).

FOLGERUNG (Entscheidbarkeit der Aussagenlogik):
Die Aussagenlogik ist entscheidbar

BEWEIS:

Aus der Beschrankung der Formelvorkommnisse fur Herleitungen in S2 folgt weiters, daf3
jede Sequenz X | Y die Information Uber ihre eigene Herleitung in S2 enthélt; denn es gibt
ein effektives Verfahren, um von jeder Sequenz X | Y eine Herleitung von X } Y in S2
anzugeben: man verfolgt den zu suchenden Beweis von der herzuleitenden Sequenz zuriick
(wie bei der Tableaumethode), indem man alle mdglichen Regelanwendungen durchprobiert;
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die zu suchenden Formeln werden dabei schrittweise in ihrer Komplexitat abgebaut und die
Kirzungsregeln werden dabei hochstens dreimal (bzw. zweimal) angewendet !!

LEMMA 8:
Sei Sx ein Sequenzenkalkil und Sx aquivalent zu S2; dann gilt:
Sx ist aquivalent zu Sx + (CUT).

BEWEIS:

Induktion nach der Anzahl m der in einer Herleitung in Sx vorkommenden Anwendungen der
Schnittregel (CUT):

sei H eine Herleitung in Sx von X, Z } Y, U, sodal oberhalb von (CUT) keine Anwendung
der Schnittregel vorkommt:

H
Hi H, Herleitungen in Sx ohne (CUT)

XEY.A  AZFU
X,Z FY, U (CUT)

dann gibt es Herleitungen von X | Y, Aund A, Z | U in S2, also ist auch X, Z } Y, U in S2
herleitbar, also ist X, Z | Y, U in Sx herleitbar ohne (CUT).

LEMMA 9:
Sei Sx ein Sequenzenkalkul und Sx dquivalent zu Sx + (CUT); dann gilt:
Sx ist &quivalent zu Sx + (CUTY) (y = a, b, ¢).

BEWEIS:

Es ist Sx + (CUT) nach Lemma 1 dquivalent zu Sx + (CUTYy) (y = a, b, c); der Beweis der
Behauptung erfolgt wie oben durch Induktion nach der Anzahl m der in einer Herleitung in
Sx + (CUTy) vorkommenden Anwendungen der Schnittregel (CUTY):

sei H eine Herleitung in Sx + (CUTy) von X, Z |} Y, U, sodal oberhalb von (CUTYy) keine
Anwendung dieser Schnittregel vorkommt:

H
Hi H, Herleitungen in Sx + (CUTYy) ohne (CUTY)

XFY, A A Z}LU (mit geeigneter Formulierung dieser Sequenzen)
X,Z }Y, U (CUTY)

dann gibt es Herleitungen von X } Y, Aund A, Z } U in Sx + (CUT), also ist X, Z } Y, U in
Sx + (CUT) herleitbar, daher auch in Sx (ohne (CUT)) und daher auch in Sx ohne (CUTY).
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4.1.4 Weitere Varianten von Sequenzenkalktlen

Wie schon erwédhnt, gibt es in der Literatur viele verschiedene Varianten wvon
Sequenzenkalkilen. Im folgenden soll versucht werden, zumindest einen Teil davon zu
klassifizieren und anzugeben.

Wie anhand der Variante S2 schon teilweise ersichtlich wurde, kdnnen als Desiderata fir die
einzelnen Varianten S folgende Punkte angefiihrt werden:

Adaquatheit von S + (CUT)

Schnittelimination in S + (CUT) und damit Adéquatheit von S

Weitere wiinschenswerte Eigenschaften waren etwa:

Man erhalt aus S (leicht) ein Fragment flir die minimale und intuitionistische Logik

Man kann S (leicht) zur Pradikatenlogik (oder Modallogik) erweitern.

Einzelne Varianten von Sequenzenkalkilen kénnen sich in folgenden Punkten voneinander
unterscheiden:

(i) hinsichtlich der verwendeten Signatur:

alle hier angegebenen Varianten werden in der Signatur {UJ, =, [0, [0, -} formuliert, wobei
wir beispielsweise fiir S2 angeben, wie die entsprechenden Formulierungen fir die Signaturen
{-, 0 0 -} oder {0, [0 [0 -} auszusehen hatten; dies geschieht im allgemeinen einfach
durch Streichung derjenigen Regeln, wo der entsprechende Junktor (der dann definiert wird)
nicht in der Junktorenbasis vorkommt; die gestrichenen Regeln werden dann zul&ssig.

(ii) hinsichtlich des Begriffes der Sequenz (,Sequenz*, ,KU*, ,VE®):

Definierbar mit jeweils endlichen Folgen (dann braucht man Kirzungs- und
Vertauschungsregeln), Multimengen (mit Kurzungs-, aber ohne Vertauschungsregeln), oder
Mengen (ohne Kiirzungs- und Vertauschungsregeln) von Formeln; man kdnnte auch noch
unendliche (Multi-)Mengen betrachten, was wir hier allerdings nicht tun werden. Wir
betrachten hier auch nur zwei Folgenvarianten (S1 und Sla), da sie sich von den
Multimengenvarianten ausschliesslich durch die Verwendung der Vertauschungsregeln
unterscheiden.

(iii) hinsichtlich der zweipramissigen Regeln (,Kontext*):

die Pramissen der Regeln koénnen verschiedenen Kontext haben (Regel R), sie missen
gleichen Kontext haben (Regel Ra), sie mussen gleichen Kontext im Antezedens haben
(Regel Rb) oder sie missen gleichen Kontext im Sukzedens haben (Regel Rc); wir betrachten
hier nur Varianten S mit Regeln R oder Varianten Sa mit Regeln Ra.

(iv) hinsichtlich der einpramissigen Regeln (,(IL*, ,[R"):

man kann zwei linke [+Regeln oder nur eine linke [(Regel haben; genauso bei der rechten
[FRegel. Man konnte auch mit mehreren Formeln gleichzeitig abschwachen, was wir hier
allerdings nicht tun werden.

(v) hinsichtlich der verwendeten Axiome (,AB‘):

Man kann als Axiome annehmen: p} p oder A} A (mit Abschwachungsregeln), X, pF p, Y
oder X, A} A, Y (ohne Abschwéachungsregeln); hat man das Falsum in der Signatur: O | (mit
Abschwachungsregeln) oder X, O | Y (ohne Abschwéachungsregeln). Weiters kénnte man
noch betrachten: Axiome X, p | p oder X, A } A und (AB R); Axiome p | p, Y oder
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A F A, Y und (AB L), wir hier allerdings nicht tun werden. Bei den Mengenvarianten

betrachten wir nur mehr solche, wo die Abschwachungsregeln explizit vorkommen.

(vi) hinsichtlich der verwendeten Schnittregel (,S™ “):
Die Variante S (ohne Schnittregel) kann zu einer Variante S* erweitert werden mit der
Schnittregel (CUT), (CUTa), (CUTb) oder (CUTCc); wir betrachten hier nur Erweiterungen
mit (CUT) bzw. (CUTa).

Aus den mdoglichen Kombinationen der obigen Alternativen wurden die folgenden
ausgewahlt:

UBERSICHT (uber Varianten von Sequenzenkalkiilen):

Name Sequenz

S1
Sla

S2
S2a

S3
S3a

S4
S4a

S5
S5a

S6
S6a

S7
S7a

SMM

S8
S8a

S9
S9%a

Swu

S10
S10a

Folgen
Folgen

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Multimenge
Multimenge

Multimenge

Menge
Menge

Menge
Menge

Menge

Menge
Menge

Kontext

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

verschieden
gleich

L

2
2

N

X X

[R

2
2

X X

AB
ja
ja
ja
ja

ja
ja
ja
ja
ja
ja

ja
ja
ja
ja

ja
ja

KU

ja
ja
ja
ja
ja
ja

ja
ja

VE

ja
ja

S*=S+

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

(CUT)
(CUTa)

adaquat

ja
ja

ja
ja

ja
ja

nein
ja

nein
ja

nein
ja

ja
ja

ja

ja

ja
ja
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BEMERKUNG:
Die Namen der Varianten der einzelnen Sequenzenkalkille werden mit S und einer
Ziffernfolge bezeichnet; Verwechslungen mit Systemen der Modallogik sind zu vermeiden.

BEMERKUNG:

Die Varianten Sym bzw. Sy sind Varianten, die alle Regeln aus 4.1.1 enthalten; die
Varianten 10 und 10a enthalten teilweise ganz neue Regeln und werden deshalb gesondert
behandelt.

In den folgenden Abschnitten werden die einzelnen Varianten definiert und fur alle visuellen
Lesertypen nochmals mit allen Axiomen und Regeln auf einer eigenen Seite prasentiert.

Die Korrektheit aller Varianten ist klar.

Das Schwergewicht liegt auf den Varianten S2 (bzw. S2a) und S4a; fur S2 und S2a werden
die Lemmata 3-6 im Detail bewiesen; fiir S4a wird die Aquivalenz mit S2 gezeigt und weitere
Eigenschaften wie Interpolation.

Fur alle tbrigen Varianten gilt: entweder sind sie unvollstandig, oder sie sind &dquivalent mit
S2, woraus - ebenso wie flir S4a - die Schnittelimination und alle Konsequenzen daraus
folgen.
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4.1.5 Die Varianten S1 und Sla

DEFINITION (S1):

Sind X und Y endliche Folgen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz.
S1 sei folgender Kalkul:

Axiome: (Ax), (OL)

Linke logische Regeln: (OL1), (OL2), (OL), (- L), (= L)

Rechte logische Regeln: (OR), (IR1), (IR2), (- R), (= R)

Linke Strukturschlussregeln: (AB L), (KU L), (VE L)

Rechte Strukturschlussregeln: (AB R), (KU R), (VE R)

BEMERKUNG:
S1 wird verwendet von: Girard (1987), in der Signatur {—, [J, [0, -} mit (Ax*) anstelle von
(AX); ebenso von Heindorf (1994).

DEFINITION (S1a):

Sind X und Y endliche Folgen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz.
Sla sei folgender Kalkul:

Axiome: (Ax), (OL)

Linke logische Regeln: (CJL1), (CUL2), (OLa), (» La), (= L)

Rechte logische Regeln: (O Ra), (IR1), (IR2), (- R), (= R)

Linke Strukturschlussregeln: (AB L), (KU L), (VE L)

Rechte Strukturschlussregeln: (AB R), (KU R), (VE R)

BEMERKUNG:

Sla wird verwendet von: Bibel / Eder (1993), in der Signatur {—, [0, 0, -} mit (Ax*) und
(- L) anstelle von (- La); dies entspricht Gentzens (1934/35) originalem Kalkil LK;
verwendet auch von Takeuti (1987).

Da eine Multimenge eine Folge ist, bei der es auf die Reihenfolge der Folgenglieder nicht
ankommt, gilt, dal Herleitungen in S1 bzw. Sla identisch sind mit Herleitungen in S2 bzw.
S2a bis auf zusatzliche Anwendungen von (VE L) und (VE R).

Daher sind S1 und S2 bzw. Sla und S2a aquivalent und es gelten alle Aussagen tber S2 auch
fur S1 und Sla.

Aus diesen Grinden betrachten wir im folgenden nur mehr Varianten in der Formulierung
von Multimengen bzw. Mengen.

Beispiel einer Herleitung in S1:

pEp qlqg (AX)
p-a,ptqg (- L)
p,p-d Fq (VEL)
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Variante S1:

Sind X und Y endliche Folgen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz

Schlussregeln:

Logische Regeln:

AXFY
ADB, X }Y

B.X|}Y
ADB, X }Y

AXLEY B.Z U

ACB,X,Z }Y,U

Strukturschlussregeln:

>;>F
_<
-
<X
_<

>|w
N (N

XX 2
o> x> X
-
<

=T T
<<

(OL1)

(OL2)

(OL)

(- L)

(- L

(AB L)

(KU L)

(VE L)

XEY, A Z}IU,B

X,Z }Y,U, ACB

X XX
T

X<

> >
O O
os] os]

-
<< =<
vy)

> X

X
>< >

os)

_,_
<
!
w

X [> X
-

Plis
1<
>

X
—_
<

X X
<< << <
w> > >

>

>|w
clc

XX X
- T

(OR)

(OR1)

(OR2)

(- R)

(= R)

(AB R)

(KUR)

(VER)
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Variante Sla:

Sind X und Y endliche Folgen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (@L)

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AXFY
ADB, X }Y

B.X}Y
ADB, X }Y

AXEY BXLY
ADB, X }Y

XFY.A  BXF}Y
A-B, X }Y

X LY. A
A X FY

Strukturschlussregeln:

F
<
_<

> >
o> x> X
-1
_<

:

:J> w

XX >

N [N

=T T
<<

(OL1)

(OL2)

(OLa)

(- La)

(- L

(AB L)

(KU L)

(VE L)

XEY, A

XtY,B

X Y, ACB

X
<
>

-
>
]
o8]

X X
O
vg)

-
<< =<
vy)

> X

X
>< >

os)

_,_
<
!
w

X [> X
-

Plis
1<
>

X
—_
<

FX
>

X X X

e -1

<< << <
o> > >
>|m

clc

(ORa)

(OR1)

(OR2)

(- R)

(= R)

(AB R)

(KUR)

(VER)
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4.1.6 Die Varianten S2 und S2a

DEFINITION (S2, S2%):

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X }Y eine Sequenz
S2 sei folgender Kalkul:

Axiome: (Ax), (OL)

Linke logische Regeln: (O L1), (OL2), (CL), (- L), (= L)

Rechte logische Regeln: (OR), (IR1), (IR2), (- R), (= R)

Linke Strukturschlussregeln: (AB L), (KU L)

Rechte Strukturschlussregeln: (AB R), (KU R)

S2" =52+ (CUT)

BEMERKUNG (zur intuitionistischen Logik):

Die intuitionistische Variante S2i von S2 (analog flr S2a) entsteht durch Beschrankung der
zugelassenen Sequenzen: eine intuitionistische Sequenz ist eine Sequenz, deren Sukzedens
hochstens eine Formel enthélt (also X | A oder X | O). Eine Herleitung im intuitionistischen
Kalkil ist eine Herleitung im klassischen Kalkil, in der nur intuitionistische Sequenzen
vorkommen. Die Regel (KU R) fallt somit weg und (AB R) ist nur in folgender Form
maoglich:

O
X FA (AB Ri)

X

zusatzlich sind (L), (- L) und (CUT) flr den intuitionistischen Kalkul folgendermafRen zu
modifizieren:

AXEC B.Z|C

ACB, X, Z }C (OLi)
X LA B.Z}C
A_-B X, Z}C (- Li)
X FA AZ}B

X,Z }B (CUTI)

BEMERKUNG (zur minimalen Logik):
Die minimale Variante S2m entsteht aus S2i durch Weglassen von (O L).

DEFINITION (S2a, S2a"):

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz
S2a sei folgender Kalkul:

Axiome: (Ax), (L)

Linke logische Regeln: (CJL1), (UL2), (Ca L), (- La), (= L)

Rechte logische Regeln: (O Ra), (IR1), (IR2), (- R), (= R)

Linke Strukturschlussregeln: (AB L), (KU L)

Rechte Strukturschlussregeln: (AB R), (KU R)

S2a’ = S2a + (CUTa)
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BEMERKUNG:

Herleitungen, die nur einpramissige Regeln verwenden, sind identisch in S2 und S2a.

Aus Lemma 1 folgt: bei Zulidssigkeit von (KU) und (AB) sind stets Varianten, wo die
zweipramissigen Regeln gleichen Kontext haben mussen, &quivalent denjenigen Varianten,
wo die zweipramissigen Regeln verschiedenen Kontext haben kénnen, d.h. insb.: S2 und S2a
sind aquivalent.

BEWEIS von LEMMA 3 fr S2:
wir zeigen: A } A ist herleitbar in S2

Induktion nach g(A):
Induktionsanfang, g(A)=0:

pltp (AX)
OFO (OL)
OFO (ABR)

Induktionsschritt, g(A) > 0:
A:= - B: nach Induktionsvoraussetzung ist B | B herleitbar:

BIB v
—|B,BI: (_l L)

-B }-B (= R)
A:=B[IC: nach Induktionsvoraussetzung sind B | B und C | C herleitbar:

BB ctc

BOC B BOC}C  (OL1),(0L2)
BOC, BLC }BOC (OR)

BOC } BOIC (KU L)

A:=BLIC: nach Induktionsvoraussetzung sind B } B und C } C herleitbar:
BIB CtC

B | BOIC C FBIC (OR1), (OR2)

BOC | BLIC, B[IC (OL)

BOC |BIC (KUR)

A:=B - C: nach Induktionsvoraussetzung sind B | B und C |} C herleitbar:
BIB CtC

B_C,B[C (- L)

BEWEIS von LEMMA 4 fiir S2:

Bl: I'_|A<—> (A—> D)

ALA (AX*)

A A ALA (= L), (Ax¥)

-AA L0 FA A OF (ABR), (= R), (OL)
-A FA-O A-DOF-A (- R), (- L)
F-A-(A-D) FA-O) »-A (- R)
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B2: } b (AG A):

ALA

-A A}

AG A AL

AG A AG A}

AG A | Ot

A A O 0 FAG A
FAG A-0 FO. A A
3 (AG A)

B3: FAG A:

A LA (AX*)
A, -A (- R)

FAAS A (OR2)

FAG AAG A (OR1)

FAG A (KUR)

B4: F (A-B)-A)SA:

ALA (AX*)
ALAB (AB R)
FA,A_B ALA (- R), (Ax*)
(A-B)-A LA A (- L)
(A-B)-A }FA (KUR)
F(A-B)-A)-A (- R)

B5: | (A (A-B))-(AB):

A LA (Ax*®)
A LA B (AB R)
FA,A-B A_B
A.(A-B) FA_.B A-B (- L)
A-(A-B) FA_B (KU R)
F(A-(A-B))-(A-B) (- R)

B6: FAG A-B:

ALA (AX*)
A -A F (- L)
AB A.-A | (OLY)
AG AAG A} (OL2)
AG A | (KU L)
AG A | B (ABR)
FAG A_B (- R)

FA-B (- R), (AX¥)
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(AX*)

(=L

(OL2)

(OL1)

(KU L), (OL)
(AB R)

(- R)

(OR), (DEF -)
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B7 I‘A—»("A—» B)

A LA (AX*)
A -A F (- L)
A -A }B (ABR)
AF-A_B (- R)

FA-(=A-B) (- R)

B8: I- -A- (—| B- —l(ADB))Z

ACB [ A/B siehe B13
-A,ACB | B (= L)
-A, -B,ALB } (= L)
-A, =B } - (AOB) (= R)

F~A-(=B--(AB)) (- R)

Bg: |‘(_lA—>|:|)—>A
AFA (AX*)
FA, -A OF (=R)L(@OL)

FCA-D-A  (~R)

B10: A, A-B |} B:

A LA B|IB (AX*®)
A A-B }B (- L)
B11: A, B } ACB:
ALA BB (Ax*®)
A, B FACB (OR)
B12: A~ (B-C) F ACB-C:
BIB Ctc
A LA B,BLC}C

A B A-(B-C)|C
A(B,B,A-(B-C) }C
AIB,AB,A-(B-C) }C
AB,A_-(B-C) }C
A-(B-C) FAB-C

B13: ACB | A, B:
ALA BB (Ax*®)
ACB | A B (OL)

(Ax*)
(Ax*), (- L)
(- L)
(OL1)
(OL2)

(KU L)

(-~ R)
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AXlO: I‘("A—»ﬂB)—»(BHA)

ALA BLB (AX*)
FA -A -B,B | (- R), (= L)
-A--B,B [A (- L)
-A--B [B-A (- R)
I (-A--B)~(B-A) (- R)
Ax11l: FA- (B-ADB):

A, B FALB B11

A FB_AB (- R)
FAL(B-AB) (- R)

Ax12: | O A:

OF (0L

OFA (AB R)

G- A (- R)

Ax13: F ALA - D):

ALA (AX*)
ALFA O (AB R)
FALA-D (- R)
FAOIA-O),A-0O (OR1)
FAA- D), ADA-0) (OR2)
FAOA - O) (KUR)

BEWEIS von LEMMA 5 fiir S2*:
X }Y herleitbar in S2* gdw | E(X }Y) herleitbar in S2*

X0 undY #0: E(XX}FY)=0X - OY:

O: XLY
X FOY  (OL1), (OL2), (KU L), (OR1), (OR2), (KUR)
FOX-OY (- R)
0 X | OX OX, OX - OY }OY B7, B6
X, X o OY FOY OY LY (CUT), B8
FOX-0OY (XY FY (CUT)
X FY (CUT)

X=0undY #0: E(X}FY) =0,
XzOundY =0: E(X}FY) ==0X,
X=0Ound Y =0: E(X}Y) = O: analog.
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BEWEIS von LEMMA 6 flr S2:
fur alle Axiome Ax gilt: | Ax ist herleitbar in S2

Axl: FA-(B-A)

A LA (AX*®)

B,AFA (AB L)

AFB_A (- R)

FA-(B-A) (- R)

Ax2: V2 F (A= (B-C))=((A-B)>(A-C))

BIB CtcC (Ax*®)
B_C,B}C ALA (= L), (Ax®)
A A-(B-C),B|C ALA (- L), (Ax®)
A A A_B,A_(B-C) }C (- L)

A, A-B,A-(B-C) }C (KU L)
A_LB,A-(B-C)FA-C (- R)
A-(B-C) | (A-B)~(A-C) (- R)
F(A-(B-C)-(A-B)-(A-C)) (- R)

Ax3a: V2 FALB-A
ALA (AX*)
AB A  (OL1)
FADB-A (-R)

Ax3b: V2 |} ACB- B
BIB (AX*®)
AB B  (OL2)
FADB-B (- R)

Ax4: }(A-B)-((A-C)-(A-BLC))

ALA BIB ALA CtC
A A_B}B A A-C |C

A A A_.B,A_C | BIC

A,A_B,A-C }BIC

A_B.,A-C } A (BLC)

A-B [ (A-C)-(A-(BLC))
F(A-B)-((A-C)-(A-BLC))

Ax5a: F A AB

A LA (Ax*®)
AFAB  (OR1)
FALAB (- R)
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(AX*)
(-
(OR)
(KU L)
(- R)
(- R)
(- R)
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Ax5b: | B AB

BIB (Ax*®)
BFAB  (OR2)
FBLADB (- R)

AXx6: | (A-C)=((B-C)-(AIB-C))

ALA BB

ACB } A, B ClC
B_LC,AB }A C CtcC
A_-C,BLC,AB}C,C
A_C,BLC,AB |C
A_-C,BLC }AB-C
A-C|(B-C)-(AB-C)
F(A-C)-((B-C)-(AB-C))
AX7: | ((A--B)-((A-B)--A))
ALA BB

FA -A B,-B } ALA
A-B,-B }-A FA -A

A--B,A-B |-A -A
A—»‘lB,A—>B |'_|A
A--B|(A-B)--A

F(A--=B)-((A-B)-=A))
AX8: |——|—| A-A

AlLA (AX*)

FA -A (= R)
—AFA  (-L)
F-—-A-A (-R)
AX9: F(A-DO)-0)-A
AlLA

A LA [

FALA-O O}
(A-O)-0OFA
FA-D)-0)-A

BEWEIS von LEMMA 3 fiir S2a:
Wir zeigen: A | A ist herleitbar in S2a

Induktion nach g(A):
Induktionsanfang, g(A)=0:

ptp (AX)
OFO (OL)

OFO (AB R)

(Ax*)
(OL), (Ax*)
(= L), (Ax)
(~ L)
(KUR)
(- R)
(- R)
(= R)

(Ax*)
(= R), (= L), (Ax%)
(- L. R)

(~ L)

(KUR)

(-~ R)

(- R)

(Ax*)

(AB R)

(- R), (HL)
(- L)

(- R)
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Induktionsschritt, g(A) > O:
A:= - B: nach Induktionsvoraussetzung ist B | B herleitbar:

BIB v
—|BIBI: (_l L)

-B}F-B (=R)
A:=BLIC: nach Induktionsvoraussetzung sind B } B und C } C herleitbar:

BB ClC

BOC B  BOCFC  (OL1), (OL2)

BCIC | BCC (ORa)

A:=B[IC: nach Induktionsvoraussetzung sind B | B und C | C herleitbar:
BIB CtC

B | BLIC C FBIC (OR1), (OR2)

BCIC } BOIC (OLa)

A:=B - C: nach Induktionsvoraussetzung sind B | B und C | C herleitbar:
BB ctc

B}B,C B.C|C (ABR), (AB L)

B.C,B}C (- La)

B-C}B-C (- R)

BEWEIS von LEMMA 4 fiir S2a:

Bl: |‘_|A<—>(A—>|:|)

F A LA (AX*)
A
-AA O FA -A OF-A (AB R)
F-AL(A-D) FHA-D)--A (- R)

>
> (>

d

F-Ao(A-D) (ORa), (DEF )

B2: wie S2
B3: wie S2

B4: F (A-B)-A)SA:

A LA (AX*)

A LA B (ABR)
FA,A-B A LA (= R), (Ax®)
(A-B)-AFA (- La)
F(A-B)-A)-A (- R)

B5: F (A-(A-B))-(A-B):

A LA (AX*)
ALAB (AB R)
FA,A_B A-B}FA-B (- R), (Ax*)
A-(A-B) FA_B (- La)
F(A-(A-B))-(A-B) (- R)

FA -A OF (-L),(=R),(@EOL)
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B6: wie S2

B7: wie S2

B8: I-—|A—>(—|B—>—I(ADB))Z

ACB [ A B B13 und weiter wie bei S2
Bg I‘(‘lA—> D)—»A

ALA OF (AX*), (O'L)

LA, -A OFA (- R), (ABR)
EA-D) A (~R)

B10: F A,A-B }B:

A LA B|B (AX*®)
AIB.A  BAL}B (ABL),(ABR)
A A-B }B (- La)

B11: A, B | ACB:
A LA BIB (AX*®)

A AB}B (ABL),(ABR)
ACB (ORa)

B12: A-(B-C) F AB-C:

BLB clc (AX*)
BFB,C B.C}C (ABR), (AB L)

ALA B,.B_-C|C (Ax*), (- La)
ABFAC ABB-C}C (AB L), (AB R)
A B, A-(B-C) |C (- La)
AB,B,A-(B-C) |C (OL1)
AB,AB,A-(B-C) }C (OL2)
AB,A-(B-C) }C (KU L)
A-(B-C) }AIB-C (- R)

B13: ATB | A, B:

A LA BIB (AX*®)
AFAB  BFAB  (ABL),(ABR)
ACB | A, B (O La)

Ax10: } (-A--=B)-(B-A):

ALA BB (AX*)

A -A -B,B | (=R),(=L)
BFA -A -B,BFA (ABL), (ABR)
-A_--B,B |‘A (—> La)
-A--B|B_-A (- R)
F(=A--B)-(B-A) (- R)
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Ax11l: FA-(B-ALB):
A, B }FALB B11 und weiter wie bei S2

Ax12: wie S2

Ax13: wie S2

BEWEIS von LEMMA 6 fur S2a:

AX1: wie S2

Ax2: F (A~ (B-C))-((A-B)-(A-C))

BIB CtC (Ax*)

B}B,C B,C}C (ABR), (AB L)
B-C,B}C ALA (- La), (Ax*)

A B_C,B|C A BFAC ALA (AB L), (AB R), (Ax*)
AA-(B-C),B}C A A-((B-C)}FAC (- La), (AB L), (ABR)
A A-B,A-.(B-CQC)|C (- La)
A_B,A-(B-C) FA_C (- R)

A-(B-C) F(A-B)-(A-C) (- R)
F(A-(B-C)-((A-B)-(A-C)) (- R)

Ax3a bzw. Ax3b: wie S2

Ax4: }(A-B)-((A-C)-(A-BLC))

ALA BB ALA CtC (Ax*)
ALBA B,A}B ALCA C,ALC (AB L), (ABR)
AA_LB|B A, A-C|C (- La)
A,A_B,A-C}B A ALB,A.C}C (AB L)
A A.LB,A-C }BIC (ORa)
A_B,A-C }FA_(BC) (- R)
A-B }(A-C)~(A-(BC) (- R)
F (A-B)-((A-C)-(A-BLC)) (- R)

Ax5a bzw. Ax5b: wie S2

AXx6: F(A-C)=((B-C)-(ATB-C))

ALA BLB (Ax*¥)

AFAB B}AB (AB R)

ACB } A B CtC (O La), (Ax*)

ACB } A, B,C C,AIB }C,A CtC (AB L), (AB R), (Ax*)
B_C,AB }AC B_C,AB,C }C (- La), (AB L), (ABR)
A_C,B_C,AB |} C (- La)

A-C.,B-C FAB-C (- R)

A-C }(B-C)-(AIB-C) (- R)
F(A-C)-((B-C)-(AB-C)) (- R)
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AXT: F((A--B)~((A-B)--A))

ALA BB (Ax*)

FA A B,-B} ALA (= R), (= L), (Ax¥)
-B FA -A B,-B |-A FA -A (ABL), (ABR), (= R)
A_-B,-B [-A A-B}FA -A (- La), (ABL)
A--B A_-B |-A (- La)
FH(A=B)~ (A-B)~-A)) (~R)

AXx8: wie S2

Ax9: F(A-DO)-0)-A

ALA (AXx™)

AlLA O O F (ABR), (OL)

FAA-Q OFA (- R), (ABR)

A-O)-OFA (- La)

FHA-DO)-0)-A (- R)

Der Induktionsschritt beim Beweis der Vollstandigkeit von S2a*,  Aund F A-B O } B,
funktioniert nun folgendermassen:

A LA BIB (AX*®)
EA AFAB  ABFB  (IV),(ABR), (ABL)
A_B A_B}AB A.A-B } B (IV), (AB L), (ABR), (- La)
FA_B,B A_B |B (AB R), (CUTa)

B (CUTa)
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Variante S2:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Schlussregeln:

Logische Regeln:

AXFY
ADB, X }Y

B.X|}Y
ADB, X }Y

AXLEY

ACB,X,Z }Y,U

Strukturschlussregeln:

> PF
x> X
% I<
_<
_<

>
-1
_<

(OL1)

(OL2)

(OL)

(- L)

(- L

(AB L)

(KU L)

XEY, A

Z}IU,B

X,Z }Y,U, ACB

X
<
>

X X
T
>

] ]

o o

-
<< =<
vy)

> X

X
>< >

os)

_,_
<
!
w

X [> X
-

Plis
1<
>

X
—_
<

X X
<< <
>> >

>

X
—_

(OR)

(OR1)

(OR2)

(- R)

(= R)

(AB R)

(KUR)
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Variante S2a:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Schlussregeln:

Logische Regeln:

AXFY
ADB, X }Y

B.X}Y
ADB, X }Y

AXLEY

ADB, X }Y

XEY, A

A-B, X }Y

X LY. A
A X FY

Strukturschlussregeln:

> PF
x> X
% I<
_<
_<

>
-1
_<

(OL1)

(OL2)

(OLa)

(- La)

(- L

(AB L)

(KU L)

XEY, A

XtY,B

X Y, ACB

X
-

<

>

X X
-
<< =<
vy)

> X

X
>< >

os)

_,_
<

X
=
=<

X
—_
<

X X

X
—_

> X
X
<

<< <
>> >
>

>
O
os]

Ll
w

!
(o9)

J
>

(ORa)

(OR1)

(OR2)

(- R)

(= R)

(AB R)

(KUR)
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4.1.7 Die Varianten S3 und S3a

DEFINITION (S3):

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X }Y eine Sequenz
S3 sei folgender Kalkul:

Axiome: (AX), (O LL)

Linke logische Regeln: (OL1), (OL2), (CL), (- L), (= L)

Rechte logische Regeln: (OR), (IR1), (IR2), (- R), (= R)

Linke Strukturschlussregeln: (KU L)

Rechte Strukturschlussregeln: (KU R)

DEFINITION (S3a):

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X }Y eine Sequenz
S3a sei folgender Kalkul:

Axiome: (AX), (LL)

Linke logische Regeln: (OL1), (OL2), (OLa), (- La), (= L)

Rechte logische Regeln: (O Ra), (IR1), (IR2), (- R), (= R)

Linke Strukturschlussregeln: (KU L)

Rechte Strukturschlussregeln: (KU R)

BEMERKUNG:

S3a entspricht dem Kalkul G2cp in der Signatur {[J, [0, [0, -} von Troelstra/Schwichtenberg
(1996).

LEMMA 10:
Die Abschwachungsregeln sind zuldssig in S3 und S3a.

BEWEIS:
Esgiltsogar: X fnY O X, Z }nY, U;
der Beweis erfolgt durch Herleitungsinduktion als UBUNG.

FOLGERUNG:
Nach Lemma 1 gilt:
S3 und S3a sind beide dquivalent zu S2.

BEMERKUNG:
Nach Lemma 8 gilt der Schnitteliminationssatz fir S3 und S3a; der Beweis kann auch direkt
wie fur S2, d.h. mit (MIX) anstelle von (CUT), gefiihrt werden.

Einige Herleitungen in S3:

(AX*): X, A FA, Y ist herleitbar in S3
Induktion nach g(A):

g(A)=0:

A=p: X,p Fp, Y ist Axiom

A=0: X, O } O, Yo ist Axiom
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g(A)>0:

A:=-B: X,BFB,Y (1V)
X,-B,B}Y (- L)
X,-B }-B,Y (= R)

A:=B[IC: X,B}FB,Y Clc
X,BIC }B,Y BLC | C
X, BOC, BOC }F BLIC, Y
X, BOC | BLC,Y

A:=B[IC X,B FB,Y Clc
X,B FBLC.,Y C [ BLC
X, BOC | BOC, BLCIC, Y
X, BOC FBLC,Y

A=B_.C: XBI}B,Y CLC
X,BLC,B}C,Y
X,BLC}B-C,Y

Bl: F-Ao(A-D)

AFA O A LA

-AA O FA, A Ot

-AFA-O A-O}F-A

F-A-(ASD) F(A-DO) --A

F-Ao(A-D)

B2: }O- AG A

AFA O

-AA L O

AG A A L O

AG AAG A LD

AG A | O O FAG A

FAG A FO. AG A

F&@ (A A)

B10:A,A-B | B

ALA BB (AX*)

A_B,A }B (- L)

Axl: FA-(B-A)

B,A}A (AX *)

A|FB_A (- R)

FA-(B-A) (- R)

100

(IV)

(OL1), (COL 2)
(UR)

(KU L)

(V)

(OR1), (OR2)
(oL

(KU R)

(V)

(- LD
(- R)

(Ax*)

(- L), (=R)(OL)
(- R) (- L)

(- R)

(OR), (DEF «)

(AX*)

(=L

(0L2)

(OL1)

(KU L), (LO)
(- R)

(OR), (DEF )



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 4: Sequenzenkalkiile

Einige Herleitungen in S3a:

AX6: | (A-C)=((B-C)-(AIB-C))

AFAB,C BFABC
ADB A B, C C,AB |C A
BLC,AB }AC BLC,AB,C|C

(Ax ™)
(O La), (Ax*)
(- La), (Ax*)

A_-C,B.C,AB |C (- La)
A_-C,B-C}AB-C (- R)
A-C|(B-C)-(AB-C) (- R)
F(A-C)-((B-C)-(AB-C)) (- R)

AXT: | ((A--B)-((A-B)--A))

-B,A FA B }B,-A (AX*)

=B FA -A B,-B }-A A_B,A}FA (= R), (= L), (Ax*)
A_B,-B |“'A A-B |‘A, A (—» La), (—| R)

A--B,A-B |-A
A--B }F(A-B)--A

(- La)
(- R)
(- R)
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Variante S3:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:
X, pkpY (AX)
X, OFry (OLL)

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AXFEY
ACB, X |Y (OL1)
B,XFY
ACB, X }Y (OL2)

AXLEY B,Z }U
AIB, X, Z }Y,U (dL)

ALB, X, Z}Y,U (- L)
X LY. A
SA X LY (- L)

Strukturschlussregeln:

AA XY
AXFY (KU L)

XEY, A

Z}IU,B

X,Z }Y,U, ACB

X
<
>

-
>
]
o)

X X
O
vg)

-
<< =<
vy)

> X

X
>< >

os)

_,_
<
!
w

X [> X
-

Plis
1<
>

X ¥
-
<<
> >
>

(OR)

(OR1)

(OR2)

(- R)

(= R)

(KU R)

102



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 4: Sequenzenkalkile 103

Variante S3a:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:
X, pkpY (AX)
X, OFry (OLL)

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AX}EY XFY, A X}Y,B
AB,X }Y (OL1) X bY,AB (ORa)
B.X}FY
AB,X }Y (OL2)
AXLEY B.X}FY XFEY, A
ADB, X FY (OLa) X LY, AOB (OR1)
XtY,B
X LY, AOB (OR2)
XFY, A B. X}Y AX}EY,B
A-B X }Y (- La) XFY,A-B (- R)
XEY, A AXLEY
-AX}Y (= L) X LY, -A (= R)
Strukturschlussregeln:
AAXLEY XEY, A A )
A XY (KU L) X LY, A (KUR)
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4.1.8 Die Varianten S4 und S4a

DEFINITION (S4):

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X }Y eine Sequenz
S4 sei folgender Kalkul:

Axiome: (AX), (O LL)

Linke logische Regeln: (OL), (CL), (- L), (= L)

Rechte logische Regeln: (OR), (OR), (- R), (= R)

DEFINITION (S4a):

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X }Y eine Sequenz
S4a sei folgender Kalkul:

Axiome: (AX), (LL)

Linke logische Regeln: (OL), (OLa), (— La), (= L)

Rechte logische Regeln: (ORa), (OR), (- R), (= R)

BEMERKUNG:

S4a entspricht dem Kalkil G3cp in der Signatur {{J, [0, [0, -} von Troelstra/Schwichtenberg;
wird auch verwendet von Czermak: Logik. Vorlesungsskriptum, mit Folgen statt
Multimengen in der Signatur {0, —}; von Socher-Ambrosius (1994), mit Mengen statt
Multimengen und (AX*) statt (AX); ebenso von Sundholm (1983).

LEMMA 11:
Fir S4und Sdagilt: X fnY O X,Z jnY, U

BEWEIS: )
Durch Herleitungsinduktion als UBUNG.

LEMMA 12:
S4 ist unvollstandig

BEWEIS:

Um etwa } (A - B) - ((A-C) - (A - BLC)) herzuleiten, brauchte man
A, A-B,A-C |BIC, und dazu

A } AundC, A, A- B | BLIC; daraus erhalt man jedoch lediglich

A, A, A_B,A-C }BIC; ohne (KU L) geht es hier nicht weiter.

BEMERKUNG:
Im folgenden betrachten wir nur mehr S4a

BEMERKUNG (zur intuitionistische Logik):

Die intuitionistische Variante S4ai von S4a entsteht wieder durch Beschrankung der
zugelassenen Sequenzen auf intuitionistische Sequenzen und enthdlt folgende Axiome und
Regeln:

Axiome:

X,pkp
0 X FA  (OL)
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Regeln:

ABXLC XA X}IB

ACB, X }C X }AOB

AX}C B.X|C XA X}tB
ACB, X }C X }FAOB X }AB
A-B, X FA B.X}C A X}B

A-B, X }C X}FA-B

XA A X}

-A X | X F=-A

BEMERKUNG (zur minimalen Logik):
Die minimale Variante S4am entsteht aus S4ai durch Weglassen von (I L)*.

LEMMA 13 (Inversionslemma fir S4a):
()AOB,X lnYDO A, B, X lnY

({i)X fnY,ADBO X lnY,Aund X }nY,B
(i[ii)AB, X fn YO A/ X fnYundB, X jnY
(ivy X lnY,ABO X nY,A B
(VA-B,XYOX Y, AundB, X |nY
(vi)X fnY,A-BO A X |nY,B
(vii)=A, X fnY O X jnY, A

(viii)X fnY,-AO A, X lnY

BEWEIS:
Durch Induktion nach n; als typisches Beispiel zeigen wir:
(v) sei H folgende Herleitung:

H

A_B, X ln+lY
(v.1) wenn A B, X n+1Y ein Axiom ist (es gibt ein p O XnY), dann sind auch X }nY, A
und B, X fn'Y Axiome;
(v.2) wenn A- B, X n+1 Y kein Axiom ist und A - B nicht Hauptformel ist, wenden wir
(IV) auf die Pramisse(n) an und verwenden die gleiche Regel, um Herleitungen von
X fnY,AundB, X }nY zu erhalten:
die letzte Regel von H war (CJL):

H

C.D,A-B., X nY
CD,A-B,X n+1Y  (OL)

nach (1V) gilt:
C,D, Xp InY,A B,C,D,Xo fnY
CD, Xg fn+1Y, A B, CIID, Xo fn+1Y
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die letzte Regel von H war (O La):

C.,ALB X, InY D.,ALB, X, InY
CD,A-B, X, pn+1Y (OLa)
nach (1V) gilt:
H; H, Hs Hy
C, X, InY, A B,C, X, fnY D, X, lnY,A B,D, X, nY
dann gilt aber:
H; Hs H, Hy
C. Xo InY, A D, X, Y, A B,C. X, lnY B.D, X, InY
CID, X, fn+1Y, A B, C[ID, X, jn+1Y (OLa)

(v.3) wenn A- B, X In+1Y kein Axiom ist und A - B Hauptformel ist, endet die Herleitung
so:
H

XY, A B, XY

A-B, X fn+1Y (- La)

und wir sind fertig.

Die restlichen Félle verbleiben als UBUNG.

BEMERKUNG:
Ein Beweisversuch dieses Lemmas fiir S4 scheitert schon an den Axiomen, d.h. im Unterfall
(v.1).

LEMMA 14

Die Kirzungsregeln sind zuléssig in S4a; es gilt sogar:
OAAXIYDOAXFMY

()X Y,AAOX Y, A

BEWEIS:
Simultane Induktion nach n;
(i) wenn A nicht aktiv in der letzten Regel ist, wendet man (1V) auf die Pramisse(n) an;
wenn A aktiv in der letzten Regel ist, unterscheiden wir:
(i.1): die letzte Regel war (CJL):
H

A B, AB, X nY

AB, A[B, X n+1Y (OL)

nach dem Inversionslemma gibt es eine Herleitung
H*

A B ,AB XY
auf den wir zweimal die (IV) anwenden kénnen
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(i.2) die letzte Regel war (= L):
H

-A XY, A

-A A X |—n+1Y =L

nach dem Inversionslemma gibt es eine Herleitung
H*

X kY A A
auf die wir die (IV) von (ii) anwenden konnen;
die restlichen Félle verbleiben als UBUNG.

FOLGERUNG:

Nach Lemma 1 ist S4a = S2 und weiters ist S4a” adaquat bzgl. AL;

da nach Lemma 8 die Schnittregel (CUT) bzw. nach Lemma 9 auch (CUTa) zul&ssig in S4a
ist, ist auch S4a* = S4a und S4a ist adaquat bzgl. AL; der Beweis der Schnittelimination kann
direkt, analog zu S2, aber mit (CUT) anstelle von (MIX), gefiihrt werden, wobei man (fir
spezielle Falle) auch das Inversionslemma ausniitzen kann.

Folgender semantischer BEWEIS fir die Abgeschlossenheit von S4a unter (CUT) bzw.
(CUTa) kann mit dem Tableaukalkul T1 aus Kapitel 3 gefuihrt werden:

DEFINITION:

Eine Sequenz X } Y heif3t giltig im Modell M, M koL (X }Y), gdw nicht M ko A fir ein
A [0 X oder M EaL B fiir ein B 0 Y (gdw bei jeder Zuordnung von Wahrheitswerten zu den
Aussagenvariablen, bei der alle Antezedensformeln den Wert 1 erhalten, es mindestens eine
Sukzedensformel gib, die auch den Wert 1 erhélt).

X FY heilt allgemeingiltig, Ea. (X}Y), gdw M Eal (X }Y) fiir alle Modelle M gilt.

LEMMA 15:

()M FaL (X}Y) = M Ea E(X}Y)

(i) EFa. X}Y) = EaL E(X}FY), d.h. X } Y ist allgemeingiiltig gdw die entsprechende
Formel eine Tautologie ist

BEWEIS:
UBUNG

LEMMA 16:

Folgende Behauptungen sind dquivalent:

(i) X } Y ist ohne Anwendung von (CUT) herleitbar in S4a
(ii) X Y ist herleitbar in S4a

(iii) X FY ist allgemeingultig

BEWEIS:

(i) O (ii): Klar;

(it) O (iii): durch Herleitungsinduktion;

(iii) O (i): mithilfe des Tableaukalkiils T1, wobei man beobachtet, dal der Sequenzenkalkiil
im wesentlichen dem umgekehrten Tableaukalkiil (ohne Schnittregel !!) entspricht.



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 4: Sequenzenkalkile 108

FOLGERUNG:
A OTAU gdw | A herleitbar in S4a
daraus folgt insb. auch, dal? S4a und alle damit aquivalenten Varianten widerspruchsfrei sind

BEMERKUNG:

Der Tableaukalkil ist also auch eine Methode zur Konstruktion von schnittfreien
Herleitungen. Obiger semantischer Beweis zeigt jedoch nur die Abgeschlossenheit des
Sequenzenkalkils unter der Schnittregel, und ist insofern nicht konstruktiv, da er im
Gegensatz zu den syntaktischen Beweisen kein Verfahren liefert, aus einer Herleitung mit
Anwendungen der Schnittregel eine solche ohne Anwendung der Schnittregel zu
konstruieren.

FOLGERUNG (Satz uber die Teilformeleigenschaft fir S4a):
Ist H eine - schnittfreie - Herleitung der Sequenz X } Y in S4a, so sind alle in H
vorkommenden Formeln Teilformeln von Formeln in X, Y.

BEWEIS:
Folgt sofort aus der Beschaffenheit der Regeln von S4a; diese Eigenschaft wirde verloren
gehen, wenn man die Schnittregel zum Kalkdl hinzunimmt.

FOLGERUNG (Separierungseigenschaft fiir S4a):

Ist X | Y in S4a herleitbar, so gibt es eine Herleitung H von X | Y, in der nur diejenigen
Axiome und Schlussregeln angewendet werden, wo die entsprechenden Junktoren in X } Y
vorkommen.

FOLGERUNG (Entscheidbarkeit der Aussagenlogik):
Die Aussagenlogik ist entscheidbar

BEWEIS:

Aus dem Satz Uber die Teilformeleigenschaft folgt weiters, daB jede Sequenz X | Y die
Information Uber ihre eigene Herleitung enthalt; denn es gibt ein effektives Verfahren, um
von jeder Sequenz X | Y eine Herleitung von X | Y in S4a anzugeben: man verfolgt den zu
suchenden Beweis von der herzuleitenden Sequenz zuriick (wie bei der Tableaumethode),
indem man alle mdglichen Regelanwendungen durchprobiert; die zu suchenden Formeln
werden dabei schrittweise in ihrer Komplexitat abgebaut und die Kirzungsregeln brauchen
dabei nicht angewendet zu werden !!

DEFINITION (Interpolationseigenschaft):

(i) FA-B O esgibtein Cmit fFA-Cund } C-Bund Var(C) O Var(A) n Var(B)
@) X, Y B O esgibteinCmit X FCund Y, C } B und Var(C) O Var(X) n Var(Y, B)
(iii) X1, X2 F Y1, Yo O es gibt ein C mit X; | Yy, Cund C, X, | Y, und

Var(C) O [Var(X1) O Var(Y1)] n [Var(X;) O Var(Y>)]

BEMERKUNG:

(i) aus (i) fur X = {A}und Y =0

(i) aus (iii) fur X3 = {A}, X, =0,Y:=0,Y,={B}
(i) aus (iii): Xy =X, X, =V, Y, =0, Y, ={B}
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enthielte unsere Sprache kein [, mlsste man (i) so formulieren:

(i*) FA-BO A }(}—-A)oder } B oder

es gibt ein C mit f A-~Cund } C- B und Var(C) O Var(A) n Var(B)

oft wird (i) auch so formuliert:

() A } B O esgibtein Cmit A | Cund C | B und Var(C) O Var(A) n Var(B)

LEMMA 17:
S4a hat die Interpolationseigenschaft

BEWEIS:

Bemerkung: falls A | 0, wahle C = [J; falls O } B, wahle C = =[J; wir beweisen nun (iii)
durch Herleitungsinduktion in S4a, also ohne (CUT):

Induktionsanfang:

pFp:

pOXinY:C=0O@ Fp, T;0H
pOXinY2:C=p(p Fp;ptp)
pOXonY:C==p(lp,=p;-p,p}
le_inYz:C:—-D (F-0;-0,p Fp)
I

OOXeC=0W ;0P

O0X,:C==0(F=-0;-0,0hH

Induktionsschritt:

Fall 1: die letzte Regel war (CIL):
H

A B X, X Y1, Y,

AB, X1, X2 F Y1, Y2 (OL)

Unterfall 1.1: sei AOB O Xi:

zu zeigen ist: es gibt ein C mit Var(C) [0 Var(AB, X1, Y1) n Var(Xy, Y,) und:
ALB, X, |—Y1, Cund C, Xs |—Y2

nach (1V) gibt es ein C* mit Var(C*) O Var(A, B, Xy, Y1) n Var(Xy, Y>) und:
A, B, X; FYy, C*und C*, X, } Y3

setze C =C*

Unterfall 1.2: sei AOB O X,:

zu zeigen ist: es gibt ein C mit Var(C) [0 Var(Xy, Y1) n Var(ACB, X, Y») und:
X1 |—Y1, Cund C, AB, X, |—Y2

nach (1V) gibt es ein C* mit Var(C*) O Var(Xy, Y1) n Var(A, B, X,, Y;) und:
X1 I'Y]_, Cund C A B, X, I-Yz

setze C=C*
Fall 2: die letzte Regel war (- La):
H K
X1, Xo FYi1, Y, A B, X1, X5 FY1, Y,

ASB, X, X5 |—Y1, Y, (—» La)
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Unterfall 2.1: sei A-B 0O X;:

zu zeigen ist: es gibt ein C mit Var(C) [0 Var(A - B, Xi, Y1) n Var(Xz, Y>) und:

A-B, X |—Y1, C und C, X5 |—Y2

Nach (1V) gibt es D und D* mit:

X1 FY1, D,Aund D, X; | Y, und Var(D) O Var(A, X1, Y1) n Var(Xa, Y>)

B, X1 | Yy, D*und D*, X, | Y2 und Var (D*) O Var(B, X1, Y1) n Var(Xs, Y>)
also gilt auch (mit (AB)):

A-B, X; | Yy, D, D* also auch A - B, X; | Yy, DOD*, und DOD*, X, }Y;
setze C = DID*

Unterfall 2.2: sei A-B O X,:

zu zeigen ist: es gibt ein C mit Var(C) O Var(Xy, Y1) n Var(A- B, X,, Y3) und:

X1 I'Y]_, Cund C,A-B, X I-Yg

nach (1V) gibt es D und D* mit:

X1 FY1, Dund D, X, | Y, Aund Var(D) O Var(Xy, Y1) n Var(A, X, Y>)

X1 F Yy, D*und D*, B, X; | Y2 und Var (D*) O Var(Xy, Y1) n Var(B, Xa, Y>)
also gilt auch (mit (AB)):

X1 F Yy, DOD*, und A~ B, D, D*, X, } Y5, also auch A - B, DOD*, X, } Y,
setze C = DD*

restliche Falle: UBUNG

FOLGERUNG:
AL (syntaktisch fur HF und semantisch) hat die Interpolationseigenschaft

DEFINITION (explizite und implizite Definierbarkeit):
Sei X O WFF, g O Var(X), V* = Var(X) \{q};

q heift explizit definierbar in X gdw es eine Formel Q gibt mit Var(Q) OV und X kg« Q
q hei3t implizit definierbar in X gdw fiir alle Modelle M, N mit M X und N [ X gilt:

istM Epgdw N Ep furalle p JV*, sogiltauchM Eqgdw N Eq

LEMMA 18 (Definierbarkeitssatz von Beth):
q ist explizit definierbar in X gdw q ist implizit definierbar in X

BEWEIS:
Siehe etwa Rautenberg (1979, 47ff).
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Variante S4:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:
X, pkpY (AX)
X, OFry (OLL)

Schlussregeln:
Logische Regeln:

ABX}Y XFEY,A Z}UB

ADB, X }Y (OL) X,Z }Y, U, AlB (OR)
AXFEY B.Z}U X FY.AB

ACB, X,Z }Y,U (OL) X FY, ACB (OR)
XFY.,A B,Z}U AX}FY.B

A-B X, Z}Y, U (- L) X FY,AoB (- R)
X EY,A AXFY

-A X FY (- L) X LY, -A (= R)
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Variante S4a:
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Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:
X, pkpY (AX)
X, OFry (OLL)

Schlussregeln:
Logische Regeln:

A B, XY
ACB, X }Y (OL)

AXEY BXLY
ACB, X }Y (OLa)

XEY,A  BXLY
A_B X }|Y (- La)

XEY, A
—|A,X|'Y (_l L)

XEY, A

XtY,B

X Y, ACB

X
-
<<

v

> X
x
<

o

X
—_
=

> X
X
<

J
>

(ORa)

(OR)

(- R)

(= R)
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4.1.9 Die Varianten S5, S5a, S6, S6a, S7 und S7a

Variante S5:

113

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (oL

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AB. X }FY
ADB, X }Y

AXLEY B.Z U

ADB,X,Z }Y,U

XEY, A B.Z U

ALB,X,Z}Y, U

X FY, A
SA X FY

Strukturschlussregeln:

X LY
A XY

LEMMA 19:

(oL

(oL

(- D

(=D

(AB L)

XEY, A

Z}IU,B

X,Z }Y,U, ACB

X }FY.AB
Y, ACB

X
A

X
> <
w

-B

T

XtrY,
A
X

-

:<'V-,>i
1<
>

X X
-
=<I<
>

S5 ist korrekt, aber unvollstandig und daher nicht adaquat

BEWEIS:

(OR)

(OR)

(- R)

(= R)

(AB R)

S5 ist klarerweise korrekt; es gilt: X | Y ist herleitbar in S5 0 X | Y ist herleitbar in S4, da
S4 abgeschlossen unter den Abschwachungsregeln ist; da S4 unvollstandig ist, folgt die

Behauptung.
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Variante Sba:
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Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:

ptp
Ok

Schlussregeln:

Logische Regeln:

AB. X }FY
ADB, X }Y

AXLEY

ADB, X }Y

XEY, A

ALB X }Y

X FY, A
SA X FY

Strukturschlussregeln:

X LY
A XY

LEMMA 20:

S5a ist adaquat

BEWEIS:

(oL

(OLa)

(- La)

(=D

(AB L)

XEY, A

XtY,B

X Y, ACB

X
-
<<

v

> X
<

>< >
» ©

_,_
<

X
—_
=

X X
-1
<<

> X
X
<

J
>

(ORa)

(OR)

(- R)

(= R)

(AB R)

Es gilt: X | Y ist herleitbar in S4a 00 X } Y ist herleitbar in S5a; da S4a vollstandig und S5a
korrekt ist, folgt die Behauptung.
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Variante S6:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (oL

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AXFY
ADB, X }Y

B.X|}Y
ADB, X }Y

AXLEY B.Z U

ACB,X,Z }Y,U

-AX}Y
Strukturschlussregeln:

X FY
AXFY

LEMMA 21:

(OL1)

(OL2)

(OL)

(- L)

(- L

(AB L)

XEY, A

Z}IU,B

X,Z }Y,U, ACB

X
<
>

-
>
]
o)

X X
-
<< =<

vy)

> X
X
>< >
© ®

_,_
<
!
w

X [> X
-

Plis
1<
>

25
=<I<
>

S6 ist korrekt, aber unvollstandig und daher nicht adaquat

BEWEIS:

(OR)

(OR1)

(OR2)

(- R)

(= R)

(AB R)
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S6 ist klarerweise korrekt; es gilt: X | Y ist herleitbar in S6 O X | Y ist herleitbar in S4, da
S4 abgeschlossen unter den Abschwéchungsregeln ist; deshalb sind auch nach Lemma 2
(O L1), (O L2), (O R1) und (O R2) zulassig in S4; da S4 unvollstandig ist, folgt die

Behauptung.
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Variante S6a:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (oL

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AX}EY XFY, A X}Y,B
AB,X }Y (OL1) X bY,AB (ORa)
B.X}FY
AB,X }Y (OL2)
AXLEY B.X}FY XFEY, A
ADB, X FY (OLa) X LY, AOB (OR1)
XtY,B
X LY, AOB (OR2)
XFY, A B. X}Y AX}EY,B
A-B X }Y (- La) XFY,A-B (- R)
XEY, A AXLEY
-AX}Y (= L) X LY, -A (= R)
Strukturschlussregeln:
XY XY
A XY (AB L) XLEY, A (AB R)
LEMMA 22:

S6a ist adaquat

BEWEIS:
S6a ist klarerweise korrekt; S6a ist aber auch vollstandig, da sich die Beweise von Lemma 3
bzw. 6 von S2a auf S6a Ubertragen lassen, da dort keine Kiirzungsregeln verwendet wurden.
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Variante S7:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:

ptp
Ok

Schlussregeln:

Logische Regeln:

AB. X }FY
ADB, X }Y

AXLEY

ADB,X,Z }Y,U

XEY, A

ALB,X,Z}Y, U

X FY, A
SA X FY

Strukturschlussregeln:

X LY
A XY

A A XY
AXFY

LEMMA 23:
S7 ist adaquat

BEWEIS:

(oL

(oL

(- D

(=D

(AB L)

(KU L)

XEY, A

Z}IU,B

X,Z }Y,U, ACB

Y.A.B
Y, ACB

> X X
x
<
> <
l
wm

X [> X
x

<

1 <
>

X X
-1
< <<

X |X

-

=<

>> >
>

(OR)

(OR)

(- R)

(= R)

(AB R)

(KU R)
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Es gilt: X | Y ist herleitbar in S4a O X } Y ist herleitbar in S7; da S4a vollstandig und S7
korrekt ist, folgt die Behauptung.
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Variante S7a:

Sind X und Y endliche Multimengen von Formeln, so ist X } Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (oL

Schlussregeln:
Logische Regeln:

A B X}LY XFY, A X}Y,B

AB,X }Y (OL) X bY,AB (ORa)
AXEY B.X}FY XEY,AB

AB,X }Y (OLa) X LY, AB (OR)
XFY, A B.X}FY A XY, B

A_B, X }Y (- La) X LY, A-B (- R)
XFY, A AXEY

-A X LY (- L) X FEY,-A (= R)
Strukturschlussregeln:

X EY XEY

A XY (ABL) XFY, A (ABR)
AAXLEY XEY, A A )
AXLY (KU L) XEY, A (KUR)
BEMERKUNG:

S7a wird verwendet von: Buss (1998), in der Signatur {-, 0, [0 -3}, mit Folgen statt
Multimengen; Czermak: Logik. Vorlesungsskriptum, in der Signatur {-, [, 00 -}, mit
Folgen statt Multimengen, (Ax*) statt (Ax) und (- La) modifiziert (rechts verschiedener
Kontext).

LEMMA 24:
S7a ist adaquat

BEWEIS:

Es gilt: X | Y ist herleitbar in S4a O X } Y ist herleitbar in S7a; da S4a vollstandig und S7a
korrekt ist, folgt die Behauptung.
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4.1.10 Die Variante Sym

Diese Multimengen-Supervariante enthélt als Axiome Sequenzen der Gestalt A | A,
zumindest alle Sequenzen der Form p | p, und O | ;

als Regeln enthalt sie alle Regeln aus 4.1.1 bis auf die Vertauschungsregeln und die vier
Versionen der Schnittregel.

Swm’ sei Sym + (CUT), Sum” sei Sum + (CUTY) firy =a, b, c.

LEMMA 25:
(i) Sww ist addquat bzgl. AL;
(ii) Der Schnitteliminationssatz gilt fur Sym™ und Syv? (y = a, b, ).

BEWEIS:

(i) Klar;

(i) folgt aus Lemma 8 bzw. Lemma 9; auch wenn man zwei, drei oder vier Versionen der
Schnittregel zu Sym hinzunimmt, kann man ohne Anwendungen derselben auskommen.
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4.1.11 Die Varianten S8, S8a, S9, S9a und Sy

Abschliessend behandeln wir noch einige Sequenzenkalkile in der Mengenformulierung; in
dieser Formulierung sind bereits die Klrzungsregeln implizit enthalten.

Der Einfachheit halber betrachten wir nur mehr diejenigen Varianten, die die
Abschwachungsregeln explizit enthalten, u.z. S8, S8a, S9 und S9a (Beschreibung weiter
unten).

Die Mengen-Supervariante Sy, enthalt als Axiome Sequenzen der Gestalt A | A, zumindest
alle Sequenzen der Formp | p, und O } O;

als Regeln enthélt sie alle Regeln aus 4.1.1 bis auf die Kiirzungs- und Vertauschungsregeln
und die vier Versionen der Schnittregel.

LEMMA 26:
Die Varianten S8, S8a, S9, S9a und Sy sind adaquat

BEWEIS:

Es gelten folgende Entsprechungen zwischen Mengen- und addquaten Multimengenvarianten:
S8 entspricht S7,

S8a entspricht S7a,

S9 entspricht S2,

S9a entspricht S2a;

S entspricht Sym
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Variante S8 (Version 2):

Sind X und Y endliche Mengen von Formeln, so ist X |Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (oL

Schlussregeln:
Logische Regeln:

A B X}LY XFY, A Z}U,B

AB,X }Y (OL) X,Z}Y,U,A[B (OR)

AXEY B,ZlU XEFY,AB

AB,X,Z }Y,U (OL) X LY, AB (OR)

XFY, A B.ZlU A XY, B

A_B, X, Z}Y, U (- L) X FY,A-B (- R)
XFY, A AX}EY

-A X LY (- L) X FEY,-A (= R)

Strukturschlussregeln:

X EY XEY

A XY (ABL) XFY, A (ABR)
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Variante S8a (Version 1):

Sind X und Y endliche Mengen von Formeln, so ist X |Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (oL

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AB X FY XFEY,A X}Y.B

ADB, X }Y (OL) X FY, ACB (ORa)
AX}FY BXLY X FY.AB

ADB, X }Y (O La) X FY, ACB (OR)
XFY.A BXLY AX}FY.B

ALB X }Y (- La) X FY,AoB (- R)
X EY,A AXFY

AA X LY (- L) X FY, A (- R)

Strukturschlussregeln:

XEY XY
AXFEY (AB L) XY, A (AB R)
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Variante S9:

Sind X und Y endliche Mengen von Formeln, so ist X |Y eine Sequenz

Axiome:

ptp
Ok

Schlussregeln:

Logische Regeln:

AXFY
ADB, X }Y

B.X|}Y
ADB, X }Y

AXLEY

ACB,X,Z }Y,U

Strukturschlussregeln:

X FY
X LY

>

(OL1)

(OL2)

(OL)

(- L)

(- L

(AB L)

XEY, A

Z}IU,B

X,Z }Y,U, ACB

X
<
>

-
>
]
o)

X X
O
vg)

-
<< =<
vy)

> X

X
>< >

os)

_,_
<
!
w

X [> X
-

Plis
1<
>

25
=<I<
>

(OR)

(OR1)

(OR2)

(- R)

(= R)

(AB R)
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Variante S9a:

Sind X und Y endliche Mengen von Formeln, so ist X |Y eine Sequenz

Axiome:
pFp (AX)
O F (oL

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AX}EY XFY, A X}Y,B
AB,X }Y (OL1) X bY,AB (ORa)
B.X}FY
AB,X }Y (OL2)
AXLEY B.X}FY XFEY, A
ADB, X FY (OLa) X LY, AOB (OR1)
XtY,B
X LY, AOB (OR2)
XFY, A B. X}Y AX}EY,B
A-B X }Y (- La) XFY,A-B (- R)
XEY, A AXLEY
-AX}Y (= L) X LY, -A (= R)
Strukturschlussregeln:
XtY XtY
A XY (AB L) XLEY, A (AB R)
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4.1.12 Die Varianten S10 und S10a

Zum Abschluss noch zwei etwas ungewohnliche Varianten mit zum Teil neuen Regeln, der
Einfachheit halber in der Mengenformulierung:

Variante S10:
Sind X und Y endliche Mengen von Formeln, so ist X | Y eine Sequenz

Axiome:

ptp (AX)
-p,p (Ax L)
Fp,—p (AXR)
Ok (0L
| -0 (R)

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AB.X}Y XEY,A _Z}UB

AB, X Y (OL) X,Z }Y, U, ACB (OR)

AX}tY B.Z}U X FY,AB

ACB, X,Z }Y,U (OL) X kY, ACB (OR)

-AX}Y B.Z}U X FY,-A,B

A_B,X,Z }Y, U (- L*) X LY, ALB (- R¥)
AX LY X FY, A

—~AXFY (-- L) XEY, == A (- R)

SAXEY =B Z}FU X FY,=A, =B

~(ACB), X, Z } Y, U (-0 L) X bY, =(ADB) (-OR)

A, -B, X }Y XFY,-A Z}U,-B

~(ADB), X }Y (-0 L) X,Z }Y, U, -(ADB) (-OR)

A -B X |}Y XFEY,A Z}U,-B

~(A-B), X }Y (- L) X LY, =(A-B) (-- R)

Strukturschlussregeln:

XEY XY
AXFEY (AB L) XFY, A (AB R)
XFEY.A AZ}U

X,ZFY,U (CUT)
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Variante S10a:

Sind X und Y endliche Mengen von Formeln, so ist X |Y eine Sequenz

Axiome:

ptp (AX)
-p,p F (Ax L)
Fp, —p (AXR)
Ok @aL
|0 (+R)

Schlussregeln:
Logische Regeln:

AB. X }FY
ADB, X }Y

AXLEY
ADB, X }Y

B.X}FY

A XEY BXLY

A_B, X }Y

AX Y
—AXFY

SAX}FY B X}Y
~(ADB), X }Y

A =B X }Y
~(ADB), X }Y

A -B X |}Y
~(A-B), X }Y

Strukturschlussregeln:

X FY
AXFY

X LY. A
X FY

AXLY

(oL

(OLa)

(- L*a)

(==L

(-0 La)

(-0L)

(- L)

(AB L)

(CUTa)

XFY.A X}V.B
X }Y, AOB

X}FY.AB

X FY, ACB

X EY,-A,B

XY A-B

X Y. A

XY, -=A

X LY. -A -B

X }Y, - (ACB)

XFEY,-A X}Y.-B

X }Y, ~(ACB)

XFY.A X}Y.-B

X }Y,~(A-B)

X LY

XY, A
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(ORa)

(OR)

(- R%)

(==R)

(-0OR)

(-0 Ra)

(- Ra)

(AB R)
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BEMERKUNG:
Auf diese Kalkiile aufmerksam gemacht wurde ich durch Takano (1996).

BEMERKUNG:
S10 und S10a sind dquivalent

LEMMA 27:

In S10 sind folgende Sequenzen herleitbar:
A LA (AX*)

-A A} (Ax L*)

FA -A (AX R*)

BEWEIS:
Durch simultane Induktion nach g(A):
g9(A)=0:
A=p: Axiome
A=0: OF Ot -0 (L, R
OFO -0,0¢ kO, -0 (ABR), (AB L), (AB R)
g(A)>0:
A:==B: nach (IV) sind B } B, =B, B }und | B, =B herleitbar;
~B,B | B, -B ~B,B | B.-B
-B | -B (CUT) --B,-B} (== L) F-B,--B (== R)

nun seien nach (IV) folgende Sequenzen herleitbar:

BFB,-B,B}fund } B,-B,C }C,-C,C }und |} C, =C;

A:=B[IC: z.z.: BLIC } BLIC, =(BLIC), BIC | und } BOC, =(BLIC) sind herleitbar:
BB ClcC

B.C | BLIC (OR)
BOC } BOC (OL)
—|B, B |' _'C, C |'
-~(BLC),B,C } (-0 L)
- (BOC), BLC | (OL)
LB, -B LC,-C

I BOC,-B,-C (OR)
I BOC, - (BLC) (-OR)

A:=B[C: z.z.: BOIC |} BLIC, =(BLC), BLIC }und | BCIC, = (BLIC) sind herleitbar:
BIB ClC

BIIC | B,C (OL)

BCC | BCC (OR)

-B,B | -C,C}
-B,-C,BIC } (dL)
-(BLC), BCIC } (-0L)
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I B,-B FC,-C
I B, C, -~ (BLC) (-0OR)
I BOC, - (BLC) (OR)

A=B-C:zz:B-C}B-C,~-(B-C),B-C }und  B-C, =(B-C)sind herleithar:
-B | -B ClC

B_C }-B,C (- L¥)
BLC }B-C (- R¥)
B.-B | ~C.C}
B,-C,B-C} (- L¥)
~(B-C),B-C } (== L)
| -B,B FC.=C

=B, C~(B_C) (- R)
IB_-C,~(B-C) (- R¥)
LEMMA 28:

S10 ist adaquat

BEWEIS:

S10 ist klarerweise korrekt; S10 ist aber auch vollstéandig, wie folgende Herleitungen zeigen:
Induktionsanfang:

Axl: FA-(B-A):

A -A (AX R*)
A -A -B (AB R)
F-A,B-A (- R%
FA-(B-A) (- R¥)
Ax2: F(A-(B-C))-((A-B)-(A-CQ)):
|-B,—IB |-—|C,C (AX R*)
FA -A F-(B-C)),=B,C (AXR*), (=- R)
FA -A F-(B-C)),~(A-B),-A,C (AXR*), (=- R)
F-(A-(B-C)), 2 (A-B),=A,C (-- R)
F-(A-(B-C)), 2 (A-B), (A-C) (- R¥)
F-(A-(B-C)), (A-B)-(A-CQC)) (- R%)
F(A-(B-C)-((A-B)-(A-C)) (- R¥)

Ax3a: FAB-A:
F-A A (AX R*)
F-A =B, A (ABR)

|- (ACB), A (-0OR)
FACB- A (- R¥%)

Ax3b: | ADB - B: analog
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Ax4: }(A-B)-((A-C)-(A-BIC)):

|-A,—|A |-B,—IB |-A,—|A |-C,—|C (AX R*)
I-(A-B),-A B F-(A-C),-AC (-- R)
F-(A-B), ~(A-C),-A, BIIC (OR)
F-(A-B),~-(A-C),A-BIIC (- R¥
F-(A-B), (A-~C)-(A-BIC) (- R¥)
F(A-B)-((A-C)-(A-BLC)) (- R*)
Axba: F A ALB:

A -A (Ax R*)

A -AB (ABR)

F-A ACB (OR)

FA-ACB (- R®

Ax5b: | B - AB: analog

AX6: | (A=C)=((B-C)-(ADB-C)):

|-A,—|A |-C,—|C |-B,—IB |-C,—|C (AX R*)
F-(A_C),=A,C I ~(B-C), =B, C (-- R)
F=(A-C),~(B-C),~(AB),C (-0OR)
-(A-C),~(B-C),AlB-C (- R¥)
F-(A-C), (B-C)-(AB-C) (- R¥)
F(A-C)-((B-C)-(AB-C)) (- R¥)
AXT: F((A==B)=((A-B)=-A)):

|-A,—|A |——|—| B,-B (AX R*)

FA -A F--B,-(A-B),-A (AX R*), (- R)
|-—|(A—>—lB),_'(A—>B),—lA (‘l—» R)
F~(A--B), (A-B)--A (- R¥)
F(A-=B)~((A-B) --A)) (- R¥)
Ax8: | - A-A:

F=A, A (AX R¥)

== A A (- R)

F—A-A (- R¥)
AX9: F(A-D) -0 -A:

A, A (AX R*)

A, A [ (ABR)

FA-O A k-0 (- R*), (+R)
F-((A-DO)-0), A (-- R)

FHA-O)-0)-A (- RY)
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Induktionsschritt:

Es seien F Aund } A- B herleitbar:

A AL BB (Ax L*), (AXx *)
A A-B |B (- L*)

daraus folgt mit zweimal (CUT) die Behauptung.

BEMERKUNG:

Die Regeln der linken Spalte von S10 entsprechen den Regeln des Tableaukalkils T2; die
Regeln der rechten Spalte von S10 — die zur Herleitung der Axiome ausschliesslich verwendet
wurden — entsprechen den Regeln eines Tableaukalkils T2*, wobei man ausgehend von der
ersten Variante T1 des Tableaukalkdils alle Formeln auf die rechte Seite des Striches bringt
(diejenige Seite, auf der die falschen Formeln stehen); dann transformieren sich die 8
urspringlichen Regeln von T1 in diese 7 Regeln von S6.

LEMMA 29:
Fur S10* gilt die Schnittelimination, wobei S10* aus S10 hervorgeht, indem man (AXx),
(Ax L) und (Ax R) durch (Ax*), (Ax L*) und (Ax R*) ersetzt.

BEWEIS:
UBUNG



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 4: Sequenzenkalkile 131

4.2 Modale Sequenzenkalkiile

Wie wir am Beispiel von S4a gesehen haben, sind Tableaukalkiile auf den Kopf gestellte
Sequenzenkalkule bzw. umgekehrt. Dies bedeutet, dal? wir modale Sequenzenkalkile dadurch
erhalten konnen, indem wir eine vollstdndige aussagenlogische Basis nehmen und mit
modalen Regeln erganzen, die den umgekehrten Tableauregeln fiir eine bestimmte
Modallogik entsprechen.

So enthalten die in Kapitel 3 betrachteten Systeme K, K4, T, S4 und G zusétzlich zu den
aussagenlogischen Regeln folgende modale Regeln:

K: X FA
OX FOA (K)
K4: X, XEA (K4)
XEF A
T: XEA (K) XA, ALY (M
XF A X, ALY
S4. X FA (S4) XA, ALY (M
XF A X, ALY
G: X, X, AFA (G)
XEF A

Hier ist es nicht mehr der Fall, da es fir den Notwendigkeitsoperator [0 Regeln zur
Einfuhrung von 0O sowohl links als auch rechts vom Sequenzenzeichen gibt; diese in der
Aussagenlogik geltende Symmetrie ist hier zerstort, denn die Regel (K) beispielsweise flihrt
0 gleichzeitig links und rechts vom Sequenzenzeichen ein.

Der Beweis des Schnitteliminationssatzes kann fur Modallogiken auch syntaktisch geflhrt
werden, obgleich es mehr Modallogiken gibt, fur die die Abgeschlossenheit unter (CUT)
mithilfe der Tableaumethode aus Kapitel 3 gezeigt wurde.

Fur K etwa erganzt man den aussagenlogischen Beweis um folgenden Fall 9.5:

eine Herleitung:

Hi H,
X I:A A, I:B
OX FOA OA, 0OY OB (K)
OX,0Y OB (CUT)
transformiert sich in:
Hi H»
X EA A Y |B
X, Y}IB (CUT)

OX, 0Y | OB (K)
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4.3 Klassische Pradikatenlogik

Abschliessend einige kurze Bemerkungen zur Pradikatenlogik PL. Diese erhélt man erstens,

indem man zu S2 folgende Regeln hinzuflgt:

A, X Y

OxA(X), X FY (oL

A@), X }Y

[XA(X), X FY (OL) mit (VB)

X FY,A@)
X FY, OxA(X)

X FY,A(t)
X FY, IXA(X) (OR)

(O R) mit (VB)

Dabei ist t ein beliebiger Term und die Variablenbedingung (VB) lautet: die freie Variable a

kommt unter dem Strich nicht mehr vor.

Zweitens erhadlt man sie, indem man zu S4a folgende Regeln hinzufugt:

OxA(X), At), X |Y

OXA(X), X FY (OL*)
A@), X |Y
XA(X), X }Y (OL) mit (VB)

BEMERKUNG:
In (O L*) ist (KU L) implizit enthalten.

X FY, A@@)
X }Y, OxA(X)

X FY,A()
X FY, IXA(X) (OR)

(O R) mit (VB)
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Ubungen zu Kapitel 4:

1 Beweisen Sie (Teile von) Lemma 7 (fiir S27).

2 Beweisen Sie die restlichen Falle des Schnitteliminationssatzes (fir S27).

3 Zeigen Sie durch Herleitungsinduktion in S2: X fnY, 00 X fn'Y.
4 Beweisen Sie Lemma 10.

5 Beweisen Sie Lemma 11.

6 Beweisen Sie die restlichen Félle von Lemma 13.

7 Beweisen Sie die restlichen Félle von Lemma 14.

8 Beweisen Sie Lemma 15.

9 Beweisen Sie die restlichen Félle von Lemma 17.

10 Leiten Sie einige weitere Tautologien in einigen Varianten her.

11 Beweisen Sie Lemma 29.
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