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2 Hilbert-Frege-Kalkule

2.1 Klassische Aussagenlogik
2.1.1 Syntax

Um die Aussagenlogik zum Objekt einer Untersuchung machen zu kénnen, mu3 man sie
zuerst formalisieren, d.h. eine formale Sprache fiir die Aussagenlogik angeben.

DEFINITION (formale Sprache):

Eine formale Sprache besteht aus dem Vokabular und der Grammatik dieser Sprache.

(i) das Vokabular (oder Alphabet) dieser Sprache ist eine nichtleere (entscheidbare) Menge
von primitiven Symbolen dieser Sprache. Eine endliche Folge von primitiven Symbolen
dieser Sprache heif3t Ausdruck dieser Sprache.

(if) die Grammatik dieser Sprache besteht in der Angabe der Menge der wohlgeformten
Formeln dieser Sprache; diese Menge ist eine nichtleere (entscheidbare) Teilmenge der
Menge der Ausdriicke dieser Sprache.

DEFINITION (formale Sprache fiir die klassische Aussagenlogik AL):

Das Vokabular (der formalen Sprache fur die klassische Aussagenlogik AL) besteht aus einer
abzéhlbar unendlichen Menge AV = {p1, p2, ...} von Aussagenvariablen, aus der Menge
{00, =, 0 0 -} der autonym (als Namen fiir sich selbst) verwendeten aussagenlogischen
Junktoren sowie der Menge {(, )} der ebenfalls autonym verwendeten Hilfszeichen.

Die Menge WFF der wohlgeformten Formeln (der formalen Sprache fir die klassische
Aussagenlogik AL) wird induktiv definiert durch:

(i) jede Aussagenvariable ist eine Formel

(if) O ist eine Formel (,Falsum®)

(iii) ist A eine Formel, dann auch = A (,nicht A*)

(iv) sind A und B Formeln, dann auch (ACB) (,A und B*), (ACB) (,A oder B*), (A-B) (,A
impliziert B, ,wenn A dann B*)

(V) nichts sonst ist eine Formel

BEMERKUNG:

Elemente von AV werden mitgeteilt durch p, g, r, ... (auch mit Indizes); A, B, C, ..
bezeichnen stets Formeln, X, Y, Z, ... stets Formelmengen (auch mit Indizes); INy bezeichne
die Menge der nattrlichen Zahlen IN vereinigt mit der Menge {0} .

Wir verwende folgende metasprachliche Abkiirzungen:

(Ao B):=((A-B)XB - A)) (,A material &quivalent mit B* oder ,A genau dann, wenn B*)

T :=-0(,Verum®)

Ferner gelten folgende Klammerersparnisregeln: = bindet starker als Ound [J, diese wiederum
starker als — und - ; die aulReren Klammern einer Formel kdnnen weggelassen werden.

BEMERKUNG:

Die Menge der Junktoren heil3t auch Signatur. Hatten wir als Signatur z.B. {{J, =, I gewahlt,
wirden OJund — folgendermallen abgekiirzt:

(ADB) = —|(—| Al B)
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(A-B):=-(AE B)

Hétten wir als Signatur z.B. {{1, -} gewahlt, wirden -, Ound [ folgendermalien abgekirzt:
“A=A-0

(AB) =(A-(B-0)-0

(AB) =(A-0)-B

Welche Signatur man wéhlt, hangt von der Art der jeweiligen Untersuchung ab und ist nicht
vollig beliebig (vgl. etwa die Bemerkungen zur vollstdndigen Junktorenbasis weiter unten).

DEFINITION (einige syntaktische Definitionen):

g: WFF - INy, die Anzahl der in der Formel A vorkommenden logischen Zeichen, wird
induktiv definiert durch:

(1) g(p) =0 (fur alle p O AV)

(i)g(@)=0

(i) g(=A)=g(A) +1

(iv) g(ADB) = g(ADB) = g(A-B) =g(A) +g(B) +1

Var: WFF - [ (AV), die Menge der in der Formel A vorkommenden Aussagenvariablen,
wird induktiv definiert durch (wobei O (X) die Potenzmenge der Menge X bezeichne):

(i) Var(p) ={p} (fur alle p O AV)

(i) Var(O) = O

(iii) Var(= A) = Var(A)

(iv) Var(AOB) = Var(AB) = Var(A - B) = Var(A) O Var(B)

fir endliches X sei Var(X) := Oaox Var(A)

Sf: WFF - O (WFF), die Menge der Teilformeln von A, wird induktiv definiert durch:

(i) Sf(p) ={p} (fur alle p O AV)

(i) SF(0) = {0

(iii) Sf(=A) = {-~ A} O Sf(A)

(iv) Sf(ADB) = {AB} O Sf(A) O Sf(B), Sf(AB) = {AB} O Sf(A) O Sf(B), Sf(A-B) =
{A - B} O Sf(A) O Sf(B)

fir endliches X sei Sf(X) := Oanx ST(A)

s: WFF - WEFF heil3t Substitution gdw (genau dann, wenn) gilt:

s(=A) = =s(A)

s(AOB) =s(A)s(B)

s(AOB) =s(A)s(B)

s(A-B) =s(A) -s(B)

SUB sei die Menge aller Substitutionen und SbX := {sA/A 0O X, s 0 SUB}

BEMERKUNG:

Eine Substitution s ist eindeutig festgelegt durch alle Werte s(p) (p O AV); mit anderen
Worten, es gilt: sind s, s* [0 SUB und s(p) = s*(p) fir alle p O AV, dann ist auch s(A) = s*(A)
fir alle A O WFF.

Eine &quivalente Definition von Substitution wére daher folgende:

s: AV - WEFF hei8t Substitution; s wird mit obigen Klauseln (eindeutig) fortgesetzt auf
WFF - WFF.
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Eine Substitution s(A) einer Formel A ist also das Resultat der simultanen Ersetzung von p
durch s(p) aller in A vorkommenden Aussagenvariablen p.

Sei X ={Ay, A, ..., As}, n O IN (wir denken uns die Elemente von X in einer beliebigen, aber
festen Ordnung gegeben);

[1X, die Konjunktion aller Formeln aus X, wird induktiv definiert durch:

{ A} =A;

EU A1, ..., Am, Am+1} = E{] Ay, ..., Am}DAm+1 (m<n)

[1X, die Disjunktion aller Formeln aus X, wird induktiv definiert durch:

|:{| A]_} = A

EU A1, ..., Am, Am+1} = E{] Ay, ..., Am}DAm+1 (m<n)

DEFINITION (Schluf3regel):

O henirslt n-stellige SchluRregel (n O IN) gdw O ist eine (entscheidbare) Teilmenge von
WFF™,

Jedes <Ay, ..., Ay, A> O O heifst Anwendung von [0 auf die Pramissen Ay, ..., A, mit der
Konklusion A.

[ heif3t strukturell gdw fur jede Anwendung <A, ..., A, A>von [ gilt: fur alle s 00 SUB gilt:
<SAj, ..., SAn, SA> 1 [.

X heilst abgeschlossen gegeniiber einer SchluBregel [ gdw fir jede Anwendung
<Ay, ..., Ay, A>von O gilt: (firalle i (1<isn): AiOX) O A OX.

[J heil3t SchluBregel gdw O eine n-stellige Schlufregel ist fir ein n O N.

Beispiele fir SchluBregeln sind:
Modus Ponens (MP): {<A, A- B, B>/ A, B O WFF}
Universelle Substitution (US): { <A, sA>/ A 0 WFF, s 0 SUB},

Die intendierte Bedeutung des Modus Ponens ist folgende: wenn A und A — B Theoreme der
Logik sind, dann auch B. Er wird auch oft in folgender Form geschrieben, wodurch ein
Knoten in einem Beweisbaum veranschaulicht wird:

oder in einer etwas kompakteren Schreibweise:

A A-B

LEMMA 1:
(1) (MP) ist strukturell
(i) (US) ist nicht strukturell
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BEWEIS:

(i) da s(A - B) =s(A) - s(B) ist, folgt die Behauptung.

(it) ein Beispiel: <p, plg> O (US) mit s(p)=pllg; sei s*(p)=pll, s*(g)=g, dann ist
<s*(p), s*(pL)> = <pLy, (pLio)Lg> I (US).

DEFINITION:
Eine Formelmenge X heif3t strukturell gdw X abgeschlossen unter (US) ist, d.h. wenn gilt:
A O X O sA O X (fur jede Substitution s)

DEFINITION (Axiomensystem):

Ein Axiomensystem (fiir eine Logik) besteht aus einer formalen Sprache, einer Menge von
Axiomen der Sprache und einer Menge von GrundschlulRregeln der Sprache.

(i) die Menge der Axiome der Sprache ist eine (nichtleere, entscheidbare) Teilmenge von
WEFF.

(ii) die Menge der GrundschluBregeln der Sprache ist eine (nichtleere, entscheidbare) Menge
von Schluf3regeln.

UBERSICHT (uber verwendete Axiomenschemata):
Axl: A-(B-A)
AX2: (A-(B-C))-((A-B)-(A-C))

Ax3a: ALB- A Ax3b: AlB-B
Ax4: (A-B)-((A-C)-(A-BIC))
Axba: A ACB Ax5b: B ACB

Ax6: (A-C)-((B-C)-(AB-C))
AX7: (A--B)-((A-B)->=A))
AxX8: - A A

AX9: (A-DO)-0)-A

Ax10: (-A--B)-(B-A)

Ax1l: A- (B> ADB)

Ax12: [ A

Ax13: AJA - D)

DEFINITION (das Axiomensystem H1 flr die klassische Aussagenlogik AL):

Axiome seien die Menge der folgenden sog. Axiomenschemata, d.h. alle Formeln der
folgenden Gestalt:

Axl: A-(B-A)

Ax2: (A-(B-C))-((A-B)-(A-CQC))

Ax3a: ALB- A Ax3b: AlB-B
Ax4: (A-B)-((A-C)-(A-BIC))
Axba: A ACB Ax5b: B ACB

Ax6: (A-C)-((B-C)- (AB-C))

AX8: - A A

AX9: (A-DO)-0)-A

Einzige SchluRregel sei der Modus Ponens (MP)
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BEMERKUNG:

Statt Axiomenschemata sagen wir im folgenden kurz Axiome.

Das Axiomensystem H1 ist in der Signatur {J, -, 0, [, - } formuliert.

Das Axiomensystem H2 in der gleichen Signatur entsteht aus H1 durch Ersetzen von Ax7
durch Ax10:

Axl: A-(B-A)

Ax2:(A-(B-C))-((A-B)-(A-C))

Ax3a: ALB- A Ax3b: ACB-B

Ax4: (A-B)-((A-C)-(A-BLQ))

Axb5a: A- AB Ax5h: B AB

Ax6: (A-C)-((B-C)-(AB-C))

Ax8: - A A

AX9: (A-DO)-0O)-A

Ax10: (-A--B)-(B-A)

Das Axiomensystem H3 in der Signatur {—, — } besteht aus Ax1, Ax2 und Ax8:
A-(B-A)

(A-([B-C)-(A-B)-(A-C))

Das Axiomensystem H4 in der Signatur {{J, - } besteht aus Ax1, Ax2 und Ax9:
A-(B-A)

(A-([B-C)-(A-B)-(A-C))

(A-DO)-0-A

Das Axiomensystem H5 in der Signatur {J, [J, [J, -} besteht aus Ax1, Ax2, Ax3a, Ax3b,
Ax5a, Ax5b, Ax6, Ax9, Ax11 und Ax12:

Axl: A-(B-A)

Ax2: (A-(B-C))-((A-B)-(A-C))

Ax3a: A[B- A Ax3b: ACB-B
Ax11l: A-(B-ADB)

Ax5a: A- ACB Ax5b: B ACB
Ax6: (A-C)-((B-C)-(AB-C))

Ax12: [ A

AX9: (A-DO)-0)-A

Das Axiomensystem H6 in der Signatur {1, [0, [0, -} besteht aus Ax1, Ax2, Ax3a, Ax3b,
Ax5a, Ax5b, Ax6, Ax11, Ax12 und Ax13:

Axl: A-(B-A)

Ax2:(A-(B-C))-((A-B)-(A-0QC))

Ax3a: A[B- A Ax3b: ACB-B
Ax11l: A-(B-ADB)

Axb5a: A- ACB Ax5b: B ACB
Ax6: (A-C)->((B-C)-(AB-C))

Ax12: [ A

Ax13: AJA - D)
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BEMERKUNG (zur Minimallogik):

Die minimale Logik (in der Signatur {J, O, OJ, — }) erhélt man aus H5 genau dann, wenn man
AX9 und Ax12 weglasst:

Axl:A-(B-A)

Ax2:(A-(B-C))-((A-B)-(A-0QC))

Ax3a: A(B- A Ax3b: AlB-B
Ax11: A (B AIB)
Axba: A ACB Ax5b: B ACB

AXx6: (A-C)-((B-C) - (ADB-C))

BEMERKUNG (zur intuitionistischen Logik):

Die intuitionistische Logik (in der Signatur {-, 0, [0, —}) erhélt man aus H1 genau dann,
wenn man Ax8 und Ax9 weglésst:

Axl: A-(B-A)

Ax2: (A-(B-C))-((A-B)-(A-CQC))

Ax3a: ALB- A Ax3b: AlB-B
Ax4: (A-B)-((A-C)-(A-BC))
Axba: A ACB Ax5b: B ACB

Ax6: (A-C)-((B-C)-(AB-C))

Die intuitionistische Logik (in der Signatur {(J, [0, 0, —}) erhdlt man aus H5 genau dann,
wenn man Ax9 weglasst:

Axl:A-(B-A)

Ax2: (A-(B-C)-((A-B)-(A-0C))

Ax3a: AB - A Ax3b: ACB-B
Ax11l: A-(B-ADB)

Axba: A ALB AXx5b: B ACB
Ax6: (A-C)-((B-C)- (AB-C))

Ax12: - A

BEMERKUNG (zur Préadikatenlogik):

Die Sprache der klassischen Pradikatenlogik erster Stufe (ohne Konstanten, Funktionszeichen
und Gleichheit) besteht aus:

einer abzahlbar unendlichen Menge freier Variablen a;, ay, ...,

einer abzahlbar unendlichen Menge gebundener Variablen Xy, X, ...,

flr jedes n = 1 aus einer gewissen, hochstens abzahlbar unendlichen Menge von n-stelligen
Pradikatenvariablen P";, P, ...,

der Menge der Junktoren {0, =, [0, [0, -},

der Menge der Quantoren {[J, [},

und der Menge der Hilfszeichen {(, ), ,}.

A[t] bezeichne eine Zeichenreihe, in der der Term t an bestimmten Stellen (also mindestens
einer Stelle) vorkommt; A[x] bezeichne dann jene Zeichenreihe, die aus A[t] dadurch
entsteht, wenn der Term t an diesen bestimmten Stellen (also mindestens an einer, aber nicht
notwendigerweise an allen) durch die gebundene Variable x ersetzt wird.

Die Menge der Formeln der Pradikatenlogik wird induktiv definiert durch:
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(i) ist P" eine n-stellige Pradikatenvariable und sind ty, ..., t, Terme, so ist P"(ty, ..., t,) eine
(Prim-)Formel
(it) O ist eine (Prim-)Formel
(iii) sind A und B Formeln, dann auch = A, (AB), (ACB) und (A - B)
(iv) ist A[a] eine Formel, in der die gebundene Variable x nicht vorkommt, so sind [XA[X]
(,es gibt ein x mit A[x]*) und OxA[x] (,fir alle x gilt A[x]*) Formeln
Die Axiomenschemata der Prédikatenlogik sind:
(i) alle Axiomenschemata von H1
(i1) alle Formeln der Gestalt A[t] - (XA[X]
(ii1) alle Formeln der Gestalt CIXA[X] - A[t]
Die GrundschluBregeln der Pradikatenlogik sind:
Modus Ponens (MP),
Existentielle Generalisierung (EG): Ala] »B
[XA[X]-B (VB)
Universelle Generalisierung (UG): A - BJ[a]
A - [OxBI[x] (VB)
wobei (VB) die Variablenbedingung ist: die freie Variable a kommt unter dem Strich nicht
mehr vor.

DEFINITION (Herleitbarkeit):

[* sei eine Menge von SchluBregeln.

A heil3t herleitbar aus X mit O* gdw es eine Formelfolge Ay, ..., Ay (n O IN) gibt mit:

A, =Aund

fur alle i (1<i<n): A; O X oder es gibt ein O O O* mit O = <Ay, ..., Aj, A> und j; < i
(1=l<k).

Ay, ..., An heildt dann Herleitung von A aus X mit [I*.

Die Herleitungsordnung von A (bzgl. X und [J*) sei die minimale Anzahl von Formeln in
einer Herleitung von A aus X mit O0* (hx, g=(A) :=min {n O IN/ Ay, ..., A, ist eine Herleitung
von A aus X mit 0*}).

In einem Beweis wird die Induktion nach der Herleitungsordnung einer Formel auch kurz mit
Herleitungsinduktion bezeichnet.

DEFINITION (aussagenlogische Herleitbarkeit):

Die Menge der aussagenlogisch herleitbaren Formeln PC sei die Menge der Formeln, die aus
Ax1-Ax9 mit Modus Ponens (MP) herleitbar ist.

PC wird auch oft als Menge der aussagenlogischen Theoreme bezeichnet. Dann besagt diese
Definition nichts anderes, als daR der Begriff des Theorems induktiv definiert wird durch:

alle Axiome sind Theoreme

sind A und A - B Theoreme, dann auch B

LEMMA 2:
A A ist aussagenlogisch herleitbar (d.h. A- A ist ein aussagenlogisches Theorem, oder
A_ADPC)
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BEWEIS:

Der Veranschaulichung des Modus Ponens gemafs haben wir einen Beweisbaum zu finden,
dessen Wurzeln alles Axiome sind, und dessen Ubergange sich alle nach der Regel des
Modus Ponens vollziehen; hier ist ein solcher Beweisbaum:

A-A

In linearisierter Form (gemé&l der Definition) schreiben wir diese fiinf Formeln einfach
hintereinander.

LEMMA 3 (Charakterisierung von PC):

PC ist die kleinste Formelmenge, die alle Axiome enthdlt und abgeschlossen ist gegentiber
(MP) (d.i. der Durchschnitt aller Mengen, die alle Axiome enthalten und abgeschlossen sind
gegeniiber (MP)).

BEWEIS:

Durch Herleitungsinduktion; sei PC* die kleinste Formelmenge, die alle Axiome enthalt und
abgeschlossen ist gegentiber (MP); PC enthélt alle Axiome und ist abgeschlossen gegentber
(MP), also ist PC* [0 PC. Andererseits ist PC in jeder Menge enthalten, die alle Axiome
enthalten und abgeschlossen sind unter (MP), also ist PC [0 PC*.

LEMMA 4 (alternative Charakterisierung von PC):

Der Einfachheit beschranken wir uns hier auf die Signatur {-, - };

Ak™* sei die Menge, die aus folgenden Axiomen besteht:

pP-(@-p) (r-(P-9))-((r-p)-(r-a),=p-p

Ak sei ShAk*, d.i. die Menge der folgenden sog. Axiomenschemata:

Axiomensystem 1 bestehe aus Ak und (MP); PC sei die Menge der Formeln, die aus Ak mit
(MP) herleitbar sind,;

Axiomensystem 2 bestehe aus Ak*, (MP) und (US); PC* sei die Menge der Formeln, die aus
Ak* mit (MP) und (US) herleitbar sind; dann gilt:

(i) PC* sei die kleinste Formelmenge, die Ak* enthalt und abgeschlossen ist gegeniiber (MP)
und (US) (d.i. der Durchschnitt aller Mengen, die Ak* enthalten und abgeschlossen sind
gegeniber (MP) und (US))

(ii) PC = PC*

(iii) PC ist strukturell

BEWEIS:

(i) analog.

(ii) Jede Formel, die aus Ak mit (MP) herleitbar ist, ist klarerweise auch aus Ak* mit (MP)
und (US) herleitbar. Sei umgekehrt A eine Formel, die aus Ak* mit (MP) und (US) herleitbar
ist; da die Hintereinanderausfiihrung zweier Substitutionen wieder eine Substitution ist und
(MP) strukturell ist, lassen sich alle Substitutionen an den Anfang der Herleitung vorverlegen.
(iii) folgt aus (i) und (ii).
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DEFINITION (Folgerungsbegriffe, Konsequenzrelationen und deduktive Systeme):
| heilt Folgerungsbegriff gdw | O O (WFF) x WFF.,

Fir <X, A> [ | schreiben wir auch X | A.

| heiBt Konsequenzrelation gdw gilt:

a) AOX O X |A (Reflexivitat)

b) X FAund X OJY O Y F A (linke Monotonie)

c)(firalle ADY: X }FA), Y }BO X | B (AbschluReigenschaft)

| heit deduktives System gdw zusdtzlich gilt:

d) X F A O esgibteinendliches Y O X mitY | A (Endlichkeit)

LEMMA 5:
| ist ein deduktives System gdw | erfiillt a, b, d und:
c*) X O{B} FA, X BO X } A (Transitivitat)

BEWEIS:

O:esgelte X O{B} }FA, X } B;danngibtes Ay, ..., An, By, ..., B O X mit: {Aq, ..., Ay, B}
FAund{By, ..., Bn} FBO {Ay, ..., An, By, ..., Bm, B} FAUNd {Ay, ..., Ay, By, ..., B} | B;
setze Y = {Ay, ..., An, By, ..., Bm, B}, dann gilt Y |} A und fir alle A* O Y: X |} A*; mit c)
folgt X F A.

0 : es gelte umgekehrt (fir alle A Y: X | A), Y | B; dann gibt es Ay, ..., Ay O Y mit { A,
ey An} I- B und es glbt Blj, ey ij O X mit {Blj, ey ij} I-Aj (lSan); sei B* = U1<icm, 1<j<ni
{Bi} O {A1, ..., As} OB* | Bund {A;, ..., Ay} O B* | Ay; setze X* = {A,, ..., Ay} O B*,
dann gilt X } A, X* O {A} | B; mit ¢*) folgt X* } B; n-malige Anwendung dieses
Arguments liefert B* | B und damit die Behauptung.

DEFINITION (syntaktische Folgerung):
Wir definieren folgenden syntaktischen Folgerungsbegriff:
X Fqe A gdw A aus X und allen Axiomenschemata mit (MP) herleitbar ist

LEMMA 6:
hue ist ein deduktives System

BEWEIS:

a), b) und d) sind klar; man zeigt c*:

sei X O {B} F Aund X |} B; z.z.. X } A; dies veranschaulicht sich leicht in einem
Beweisbaum:

aus

und

W X
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DEFINITION (ein anderer syntaktischer Folgerungsbegriff):

Wir definieren folgenden zweiten syntaktischen Folgerungsbegriff, wobei wir jetzt tatséchlich
Axiome statt Axiomenschemata annehmen, d.h. Ax1 lautet jetzt p- (g - p); analog fur Ax2
bis Ax9:

X Fqe« A gdw A aus X und allen Axiomen mit (MP) und (US) herleitbar ist

LEMMA 7:

(i) Fue- ist ein deduktives System

()X Fve A X bpec A

(iii) Diese Implikation ist nicht umkehrbar

BEWEIS:

(i) analog

(i) Klar

(iii) es gilt z.B.: p }ue+ p& p, wie man leicht sieht, aber nicht p |}y p@ p, wie spatere
semantische Uberlegungen zur Vollstandigkeit zeigen werden.

SATZ 1 (Deduktionstheorem fiir fe):
X0 {A} I'HF B gdWX I'HFA—>B

BEWEIS:
[0 : nach Voraussetzung gibt es einen Beweisbaum der folgenden Gestalt:

A Xy oo Xe Y1 Y
\ ... /..

wobei alle X; O X, und alle Y; Axiome sind; vor jede Formel Z in diesem Beweisbaum
schreiben wir A, sodall jede Formel Z sich in die Formel A-Z transformiert; der
transformierte Beweisbaum sieht dann so aus:

A—»A A—»Xl, ...,A—»Xk A—»Y]_, ...,A—»Ym
\ ... /...
A-(C-D) A-C
A-D
|
A-B

es bleibt zu zeigen, dall dieser Beweisbaum ein Beweisbaum fir A-B ist, der
Voraussetzungen aus X und den Axiomen benditzt:

wir haben bereits gesehen, da3 A — A aus den Axiomen herleitbar ist;

A Xy istaus X; — (A= Xy) und X; herleitbar (analog fir alle anderen Formeln);
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es bleibt zu zeigen, daB die Transformation von Instanzen des (MP) die Herleitbarkeit erhélt:
nach Voraussetzung gibt es Herleitungen von A- (C - D) und A - C, der Voraussetzungen
aus X und den Axiomen benlitzt; betrachten Sie folgenden Baum:

A-D

O:wenn X kye A= B, dannauch X O {A} Fue A= B, und auch X O {A} ke A; mit (MP)
folgt die Behauptung.

LEMMA 8:
A |:| PC gdW D |'HF A (gdW |:| |_HF* A)

BEWEIS:
klar

BEMERKUNG:
Wir schreiben daher dafiir, da A ein Theorem ist, auch kurz fyr A

In diesem Fall sagt man auch, daB der Folgerungsbegriff |r die Formelmenge der Theoreme
PC, oder die Logik PC erzeugt. Wir sehen also, daR verschiedene Folgerungsbegriffe
dieselben Formelmengen erzeugen kénnen.

PC hei3t auch Logik im engeren Sinne, |4 heilt auch Logik im weiteren Sinne.

Das Deduktionstheorem ist fir |ne« nicht gliltig; es gilt sogar folgendes Lemma, das wir ohne
Beweis formulieren wollen:

LEMMA 9:

(i) fur jede Logik L gibt es hochstens einen Folgerungsbegriff, fir den das
Deduktionstheorem gilt und der diese Logik erzeugt.

(ii) zu jeder strukturellen Logik L gibt es genau dann einen Folgerungsbegriff, fir den das
Deduktionstheorem gilt und der diese Logik erzeugt, wenn Ax1 und Ax2 O L und L
abgeschlossen gegeniiber (MP) ist.

BEWEIS:
Vgl. Rautenberg (1979, 78).

Daraus folgt, daR e der einzige Folgerungsbegriff ist, fir den das Deduktionstheorem gilt
und der PC erzeugt.

In der Folge betrachten wir nur mehr diesen Folgerungsbegriff und schreiben dafiir kurz
X } A (bzw. | A fir A ist ein Theorem); falls X | A gilt, sagen wir auch, die Deduktion
X | A sei (aussagenlogisch) beweishar. Wir wiederholen folgenden Sachverhalt:

DEFINITION (syntaktische Folgerung X fue A bzw. X | A):

A heilt syntaktische Folgerung aus X, X } A, gdw es eine endliche Formelfolge
Ay, Ay, ..., An gibt, eine aussagenlogische Herleitung von A aus X, sodal?:

(A=A

(ii) Far alle m < n gilt:
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Ap, ist ein Axiom oder
An O X oder
es gibt Aj, A (i, j <m) aus der Folge mit A; = Ai- An

hyx(A) :==min {n O IN/ Ay, A, ..., Ay ist eine Herleitung von A aus X}, falls X | A
Oftmals wird auch folgende Formulierung zur Definition des syntaktischen
Folgerungsbegriffes verwendet:

LEMMA 10 (iteriertes Deduktionstheorem):
X F A gdw es gibt By, ..., B, O X mit: } B;[...0B, - A

BEWEIS:

O: sei X | A: dann gibt es By, ..., By O X mit By, ..., By } A; die Behauptung folgt mit
Induktion nach n: fur n=1 ist dies das Deduktionstheorem; fir n = 2 (oder den
Induktionsschritt) bleibt zu zeigen, daB gilt: } B;— (Bo—»A) O } (B:0B,) - A;

00 : es gibt By, ..., By O X mit: } B;[0..00B, - A; dann gilt auch X } B;[1...00B, (wegen: X | By
und X } B, und } Bi—(B2-(B:1By))) und X } B;0..0B,-A; mit (MP) folgt die
Behauptung.

Dies bedeutet, daB man den Begriff der syntaktischen Folgerung reduzieren kann auf den
Begriff der aussagenlogischen Herleitbarkeit (auf den Begriff des Theorems von PC)!

LEMMA 11:

Folgende Formeln sind aussagenlogische Theoreme:
Bl: Ao (A-D)

B2: & AG A

B3: FAG A

B4: F (A-B)-A)-A

B5: } (A-(A-B))-(A-B)

B6: FAZ A-B

B7: FA-(-A-B)

B8: I-—|A—>(—|B—>—I(ADB))

BY: F (FA-D)-A

Folgende Deduktionen sind beweisbar:
B10: A,A_-B |} B

B11: A, B F ALB

B12: A~ (B-C) FAIB-C

BEWEIS:
UBUNG

Weitere allgemeine moégliche Eigenschaften von Folgerungsbegriffen:
AOX O X | A (Reflexivitat)

X FAund XOY O Y } A (linke Monotonie)

X FAund X } BO X O{A} | B (eingeschrankte Monotonie)
XO{B} FAund X | BO X } A (Transitivitat)
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XO{B} FAundY B O XOY }A (Transitivitat, Variante 2)

BOSIXO{A}): XO{B} FAund X | BO X | A (analytischer Schnitt)

(fralle ADOY: X FA)und Y | B O X } B (AbschluBeigenschaft)

X FA O es gibteinendliches Y O X mit Y } A (Endlichkeit)

X O{A} } Bgdw X | A- B (Deduktionstheorem)

fur alle Substitutionen s gilt: X F A O sX | sA (abgeschlossen unter Substitution)

fur alle Substitutionen s gilt: X F A O X | sA (abgeschlossen unter der Substitutionsregel)

X FAud A o B O X | B (abgeschlossen unter L-aquivalenter Umformung der
Konklusion)

LEMMA 12:
(i) Reflexivitat und die zweite Variante der Transitivitat implizieren linke Monotonie
(ii) fne~ ist abgeschlossen unter der Substitutionsregel, fue nicht

BEWEIS:

(i) sei X F Aund X O Y; es gilt {B} O {A} F A und X } A; daher gilt X O {B} |} A;
aulerdem gilt fir alle B O Y, daR Y } B; daraus folgt X, Y } A.

(ii) es gilt z.B. p }ur p, aber nicht p e Q.

DEFINITION (Konsistenz, Inkonsistenz und maximale Konsistenz):

X heif3t inkonsistent gdw X | A fir alle A O WFF, ansonsten konsistent.

X heillit maximal konsistent gdw X konsistent ist und fir alle A O WFF gilt: A O X gdw
X O { A} ist inkonsistent.

LEMMA 13:

(i) X ist inkonsistent gdw es gibt ein A O WFF mit X | AG A

(ii) X ist inkonsistent gdw es gibt ein A OWFFmit X F Aund X |} -A

(iii) X ist inkonsistent gdw X } [

(iv) X ist maximal konsistent gdw X ist konsistent und fur alle A O WFF gilt: A O X oder
-AD0OX

BEWEIS:

(i) esist F A A - B firalle B O WFF.

(i) esist F A (=A-B) furalle B O WFF.

(iii) esist | > B fiir alle B O WFF.

(iv) sei X maximal konsistent nach Definition; angenommen, es gibt ein B [0 WFF mit A O X
und =A O X, dann sind X O {A} und X O {= A} beide inkonsistent, d.h. X, A } O und
X, =A | O; mit dem Deduktionstheorem folgt, da® X F A-Ound X | =A- [, also auch
X F=Aund X | == A, daher ist X inkonsistent;

sei umgekehrt X maximal konsistent nach Behauptung des Lemmas; angenommen es gibt ein
B O WFF mit entweder (B [0 X und X O {B} ist konsistent) oder (B 0 X und X O {B} ist
inkonsistent); dann gilt im ersten Fall, da =B O X und damit X, B | =B; da X, B | B gilt, ist
X, B inkonsistent; im zweiten Fall ist X | B, und auch X, B } [J; also ist X inkonsistent.
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LEMMA 14

Sei X maximal konsistent; dann gilt:

(HOOX

(i) A O X gdw A OX

AB OXgdwA OXundBOX

AB 0 X gdw A 0 X oder B O X

A-B [0 Xgdwwenn A0 X dann B 0O X
(ii)PCOX,d.h.PCONX
(ivyAOXundA-BOPCO BOX

(v) (furalle X gilt: AOX) O AOPC,d.h. nXOPC
(vi) X FAgdw A O X

(vii) X } = A gdw nicht X } A (ein derartiges X heift auch Henkin-Menge)

BEWEIS:

(i) Klar.

(if) sei = A [0 X; ware A O X, wére X inkonsistent; sei umgekehrt A [1X, dann gilt - A O X.
sei ALB O X; dann X } AOB und auch X } A; angenommen A 00X, dann =A O X und X
ware inkonsistent; sei umgekehrt A O X und B O X, dann X } A und X } B; dann auch
X } AOB; angenommen ACB 0 X, dann = (AOB) O X und X } = (ACB).

sei ALB [ X; dann X | AOB; angenommen A O X und B O X, dann =A O X und =B O X,
und X F=Aund X | -B; wegen X | =A- (=B -=(AOB)) ist X inkonsistent; sei umgekehrt
etwa A O X, dann auch X } A und X } AOB; ware ALB O X, dann =(ACB) O X und
X = (ADB).

sei A-B O Xund A O X, dann gilt X F A-~B und X } A und mit (MP) auch X | B; ware
B O X, wére X inkonsistent; sei umgekehrt A—B [ X, dann ist =(A-B) 0O X und auch
X } = (A - B); dann gilt aber auch X | A& B und damit X } A und X | = B; dann gilt aber
auch A 0 X und =B O X, da X sonst inkonsistent ware.

(iii) fur jedes Axiom Ax gilt Ax O X; denn es ist X } Ax; ware Ax O X, wére =Ax 00 X und
damit X inkonsistent; ist A 0 X und A - B O X, dann gilt auch B O X.

(iv) ist A 0 X und A- B OPC, dann gilt auch A - B [0 X und damit auch B O X.

(v) (fur alle X gilt: ADX) O A OPC: UBUNG

(vi) wenn A O X, dann X } A; sei umgekehrt X } A; angenommen A 0 X, dann ware = A [
X und damit X | -A.

(vii) folgt aus (ii) und (vi).

LEMMA 15 (Konsistenzlemma):
X }FA gdw X O {= A} ist inkonsistent

BEWEIS:

Sei X }F A, dannist X O {= A} FAund X O{~ A} }-A, alsoist X O {- A} inkonsistent; sei
umgekehrt X O {= A} inkonsistent, dann ist X O {= A} } O, also auch X | =A - [J, also auch
X F-==Aunddamit X |} A.

LEMMA 16:
(i) PC # WFF (Existenz maximaler Mengen ??)
(ii) PC ist konsistent (aber nicht maximal konsistent)
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BEWEIS:
(i) Ware 0O 0 PC, dann auch 0O O X flr jedes maximal konsistente X
(ii) ware PC | [J, dann auch X | O fiir jedes maximal konsistente X.

Wir halten auerdem nochmals fest, daB fiir X | A der Endlichkeitssatz gilt:

LEMMA 17 (syntaktische Endlichkeit):
X } A gdw es gibt ein endliches Xo O X mit Xo | A.
Dies ist &quivalent zu: X ist konsistent gdw jedes endliche Xo [0 X konsistent ist.

BEWEIS:

Wir beweisen die Aquivalenz mit der zweiten Formulierung:

[0 : sei X konsistent; angenommen es gibt ein endliches Xo 00 X mit Xy } O, dann gilt auch
X } I; sei X inkonsistent, dann gilt X } O, dann gibt es ein endliches Xo O X mit X, | O, also
ist bereits ein endliches X, inkonsistent.

O:sei X | A, dann ist X O {= A} inkonsistent, daher gibt es ein endliches X, O X mit
Xo O {= A} ist inkonsistent, d.h. Xo O {= A} } [, also auch X, | =A - [J, also auch X, | A.

LEMMA 18 (Lindenbaum):
Wenn X konsistent ist, dann gibt es ein maximal konsistentes Y mit X J Y.

BEWEIS:

Sei A, Ay, ... eine Aufzéhlung der (abzahlbar unendlichen) Menge WFF; sei Y, = X und:

Yo = Yo O{An}, falls Y, O { Ay} konsistent ist,

Yo = Yy, falls Y, O { An} inkonsistent ist,

Y =0 nso Yn,

dann gilt: jedes Y, ist konsistent; Y ist konsistent, denn ware Y } [, dann ware bereits
Y, | Ofireinn; Y ist maximal konsistent:

sei A = Ayn OY: zu zeigen ist, daR Y [0 { Ay} inkonsistent ist: ware Y [ { An} konsistent,
dann auch Y, O {An} und daher A, O

sei A =An OY: zu zeigen ist, dal Y O { An} konsistent ist: wir zeigen umgekehrt, daR gilt:
Y O {An} inkonsistent, daher A, OY: wére Y O {An} | O, dann auch Y | = Ay, sodal Y
inkonsistent ware.

BEMERKUNG:
FUr Yps kann auch Y, O {= A, }, falls Y, O {= A, } konsistent ist, gewahlt werden; dann
bleibt zu zeigen, dal} dies wohldefiniert ist.



Deduktionssysteme der Aussagenlogik, Kap. 2: Hilbert-Frege-Kalkule 26

2.1.2 Semantik

DEFINITION (Modell, Giltigkeit im Modell):

M heif3t (aussagenlogisches) Modell gdw M O AV

A heif3t gultig im Modell M, M Ea. A, wird induktiv definiert durch:
(i) M EaLp gdw p O M firalle p 0 AV

(ii) nicht M fa O

(iii) M EaL = A gdw nicht M Ea. A

(iv) M FaL AOB gdw M Fa Aund M fa B

M EaL ACB gdw M EaL A oder M EaL B

M kar A-Bgdwwenn M Ea. Adann M ks B

M heif3t dann auch Modell fir A

BEMERKUNG:

jedes Modell M kann identifiziert werden mit einer (Belegungs-)Funktion ¢ = dwm:
AV - {1, 0} bzw. mit einer Funktion ¢ von AV in die Menge {W, F} der Wahrheitswerte
durch:

dm(p)=1 gdwp O M

¢ wird dann fortgesetzt auf ¢: WFF - {1, 0} (bzw. {W, F}) durch folgende Klauseln:

H ¢ =0

(i) o(=A) = 1 gdw ¢p(A) = 0

(iii) $(AOB) =1 gdw ¢(A) =1 und ¢(B) =1

¢(ALB) =1 gdw ¢(A) =1 oder ¢(B) =1

¢(A-B) =1 gdw wenn ¢(A) =1dann $(B) =1

Es gllt M |=AL A gdW ¢|\/|(A) =1

Umgekehrt kann jede (Belegungs-)Funktion ¢ identifiziert werden mit einem Modell M.
Beide Behauptungen beweist man durch Induktion nach g(A). Im folgenden werden wir ofter
zwischen beiden Schreibweisen wechseln.

In obiger Definition wird die Bedeutung der aussagenlogischen Junktoren geregelt; der
Begriff der Glltigkeit ist somit ein semantischer Begriff, da er Bezug nimmt auf die
Bedeutung der aussagenlogischen Zeichen.

Die Semantik der Aussagenlogik ist — etwa im Gegensatz zu derjenigen der Modallogik —
wahrheitsfunktional, d.h. die Wahrheit (bzw. Giltigkeit im Modell) einer komplexen Formel
ist bestimmt durch die Wahrheit ihrer Teilformeln.

Dieser Sachverhalt kann in folgender Grafik veranschaulicht werden:

A=A A B AB AB A_B
W F W W w w W
F W W F F W F

F W F W W

F F F F W
BEMERKUNG:

Das Falsum [ kann als nullstellige konstante (Wahrheits-)Funktion mit dem Wert 0
aufgefasst werden.
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Der Junktor — kann als (Wahrheits-)Funktion von {1, 0} - {1, O} aufgefasst werden;
insgesamt gibt es vier derartige einstellige Wahrheitsfunktionen.

Die Junktoren [0 [0 und — konnen als Funktionen {1, 0} x {1, 0} — {1, O} aufgefasst
werden; insgesamt gibt es 16 derartige zweistellige Wahrheitsfunktionen.

Insgesamt gibt es 22 """ n-stellige Wahrheitsfunktionen von {1, 0}" - {1, 0}.

Man kann nun zeigen, da die von uns gewahlten Junktoren -, [0, O und - (und [)
ausreichen, um alle n-stelligen Wahrheitsfunktionen zu beschreiben. Man sagt in diesem Falle
auch, daB die Signatur {0, =, O, [0, -} (funktional) vollstandig ist bzw. eine vollstandige
Funktoren- oder Junktorenbasis bildet.

Weitere Beispiele vollstandiger Signaturen waren etwa {-, 0, [0}, {—~, 0}, {-, [0}, {~, -}
oder {[J, -}, wéhrend hingegen z.B. {{J, [J, - } funktional unvollsténdig ist.

DEFINITION (Tautologie, Erfllbarkeit und semantische Folgerung):

A heifRt (aussagenlogisch) allgemeingiiltig oder Tautologie, Fa. A, gdw M ka A fiir alle
Modelle M gilt.

TAU sei die Menge aller Tautologien.

M hei3t Modell fir X, M Ea. X, gdw M Ea_ A fir alle A O X gilt (gdw fiir alle A O X gilt:
®(A) =1, oder kurz: $(X) = 1).

X heiRt dann erfillbar (gdw es gibt ein ¢ mit ¢(X) = 1).

A heiflt semantische Folgerung aus X, X [aL A, gdw fiir alle Modelle M gilt: wenn M Ea. X
dann M Eai A (gdw fiir alle ¢ gilt: (fir alle B O X: ¢(B) =1) O ¢(A) = 1, oder kurz: fir alle
¢ gilt: ¢(X) =10 ¢(A) =1).

TH(M) =: {A / M Ea_ A} heilt Modellmenge fiir ein Modell M (TH(M) = TH(¢nm) =
{ATd(A) =1}.

LEMMA 19:

(i) EaL A (gdw A O TAU) gdw O fa A
(ii) EaL ist eine Konsequenzrelation

(iii) fur Eac_ gilt das Deduktionstheorem

BEWEIS:

(1) Klar

(ii) zu zeigen ist:

a) AOX O X EaL A (Reflexivitat): klar

b) X fac Aund X OY O Y Eac A (linke Monotonie): klar

c) (furalle ADY: X kaL A), Y FaL B O X FaL B (AbschluBeigenschaft): angenommen, es
gibt ein ¢ mit ¢(X)=W und ¢(B)=F; dann ist ¢(Y)=F, d.h. es gibt ein A 00 Y mit ¢(A)=F;
dann gilt aber nicht X Fa_ A.

(iii) zu zeigen ist:

X O{A} Ea. Bgdw X Ea. A-B: Klar

BEMERKUNG:

Dal EaL ein deduktives System ist, d.h. daR dafiir die Endlichkeit gilt, werden wir erst mit
dem starken Vollstandigkeitssatz beweisen (flr einen direkten Beweis siehe etwa Rautenberg
(1979, 42)).

Im folgenden schreiben wir kurz F statt fa.
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LEMMA 20:
M kA O es gibt ein endliches Mg O M mit My A

BEWEIS:

Es ist anschaulich klar, dal3 es bei der Bestimmung des Wahrheitswertes einer Formel A nur
auf die Wahrheitswerte der in A enthaltenen Aussagenvariablen ankommt: sei My :=
Var(A) n M; durch Induktion nach g(A) zeigt man: M E A gdw M, [ A; oder anders
formuliert: sind ¢ und ¢* Belegungen mit ¢(p) = ¢*(p) fur alle p O Var(A), dann gilt: $(A) =
¢*(A); die Induktionsvoraussetzung ist wie folgt zu formulieren: sind ¢ und ¢* Belegungen
mit ¢(p) = ¢*(p) fur alle p O {p1, p2, ..., Pn} und alle n = 1 mit {py, p2, ..., pn} O Var(A), so ist

O(A) = 0*(A).

FOLGERUNG (Entscheidbarkeit fur die Eigenschaft, eine Tautologie zu sein)
A OTAU gdw M E A fir alle M mit MOVar(A).

BEISPIEL:

Ein Entscheidungsverfahren fiir die Eigenschaft, eine Tautologie zu sein, ist die
Wahrheitstafelmethode, bei der der Wahrheitswert einer Formel sozusagen von innen nach
aussen berechnet wird:

p q p- (Q-p)
W W W W
W F W W
F W W F

F F W W

LEMMA 21:
(i) M ETAU, also TAU O TH(M) fiir alle Modelle M, d.h. TAU O n TH(M).
(ii) alle Axiome der Aussagenlogik sind Tautologien.

BEWEIS:

(1) Klar

(if) man GOberprift jedes Axiom(-enschema) etwa mithilfe der Wahrheitstafelmethode auf
Allgemeingultigkeit.

LEMMA 22:
Einige weitere aussagenlogische Tautologien (T1-T39 der Zusammenstellung von Czermak):

A= A (tertium non datur, Satz vom ausgeschlossenen Dritten)
- (A& A) (Satz vom ausgeschlossenen Widerspruch)

A-A

A-(B-A)

(A-(B-C))-(B-(A-C)

(A->(B-C))- (AOB - C) (Importation)

(AB-C) - (A-(B-C)) (Exportation)

A= A - B (ex falso quodlibet)

(A--A)--A
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(A-(B-C))-((A-B)-(A-C)) (Dreierschluss)

(A-B)-((B-C)-(A-C)) (Kettenschluss)
(A-B)OA-C)-(A-BLC)
(A-C)B-C)-(AB-C)
(A-(A-B))-(A-B)

(A-B) - (ALOC - BIIC)

(A-B)- (ACOC - BLC)

AA-B)-B

((A-B)-A) - A (Peircesche Formel)
ABE B)- A

AOBE B)- A

A & =~ A (Gesetz der doppelten Negation)

A[B - BUOA (Kommutativitat der Konjunktion)

A[B - BUOA (Kommutativitéat der Disjunktion)
ABLOC) - (AOB)C (Assoziativitat der Konjunktion)
ABOC) » (AOB)OC (Assoziativitéat der Disjunktion)
A o ATA (Idempotenz der Konjunktion)

A o ATIA (Idempotenz der Disjunktion)

ABLOC) - (AOB)(ALC) (Distributivgesetz)
ABLOC) - (AOB)(ALC) (Distributivgesetz)

(A-B) - (-B-=A) (Kontrapositionsgesetz)

(A->-B)«~ (B-=A) (Kontrapositionsgesetz)
- (AOB) -~ - A& B (DeMorgansches Gesetz)
= (AOB) -~ - A& B (DeMorgansches Gesetz)
-(A-B)- A B

(A-B)--AB

(A-B)o-(AG B)

(A-B)~(B-A)

(A-B)o (AB)O-A B)

(A= A)-B)-B

BEWEIS:
UBUNG

LEMMA 23 (Erfillbarkeitslemma):
X kA gdw X O{- A} ist unerfiillbar

BEWEIS:

O : ware X O{- A} erfullbar, gabe es ein ¢ mit ¢(X, =A)=1, aber dann ¢(X)=1 und $(A)=0;
O: gilt nicht X E A, dann gibt es ein ¢ mit ¢(X)=1 und ¢(A)=0; dieses ¢ erfillt aber
X O0{-~A}.
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LEMMA 24:

Folgende Aussagen sind aquivalent:
a) X O

b) X ist unerfullbar

c) X kA, furalle A JWFF

BEWEIS:
Klar, denn diese drei Aussagen bedeuten, es gibt kein ¢ mit ¢(X)=1.

Der semantische Endlichkeitssatz besagt, daf gilt:
X E A gdw es gibt ein endliches Xo 00 X und Xo A
Wir beweisen zunéchst nur eine dquivalente Formulierung.

LEMMA 25 (aquivalente Formulierung der semantischen Endlichkeit):
Die semantische Endlichkeit ist &quivalent zu:
X hat ein Modell gdw jede endliche Teilmenge von X hat ein Modell

BEWEIS:

[ : jede endliche Teilmenge von X habe ein Modell; hat X kein Modell, dann ist X k [J, daher
gibt es ein endliches Xy O X mit X k [, d.h. es hat ein endliches X, kein Modell;

O :sei X EA, dannist X O{= A} unerfillbar, dann gibt es bereits ein endliches Xo, sodaR

Xo O{=A}unerfillbar ist, dann gibt es ein endliches X, 0 X und X, EA.
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2.1.3 Korrektheit und Vollstandigkeit

Von zentraler Bedeutung in der Logik sind Beziehungen zwischen Syntax und Semantik, wie
sie in den Korrektheits- und Vollstandigkeitssatzen ausgedrickt werden. Je nachdem, ob man
eine Logik als Formelmenge mit bestimmten (AbschluB-)Eigenschaften (enger Begriff von
Logik) oder als Konsequenzrelation (weiter Begriff von Logik) auffasst, kann man einen
schwachen und einen starken Begriff von Korrektheit bzw. Vollstandigkeit unterscheiden.
Schwache Korrektheit bedeutet, dal jedes Theorem eine Tautologie ist; schwache
Vollstandigkeit bedeutet, daR jede Tautologie ein Theorem ist.

Starke Korrektheit bedeutet, dal} die syntaktische Folgerung die semantische Folgerung
impliziert; starke Vollstdndigkeit bedeutet, dal} die semantische Folgerung die syntaktische
Folgerung impliziert.

Wir behandeln zuerst schwache Korrektheit und Vollstandigkeit.

DEFINITION (schwache Korrektheit):
F heiBBt schwach korrekt bzgl. F gdw firalle Agilt: FAO EA

LEMMA 26 (alternative Charakterisierung der schwachen Korrektheit):

(i) Fschwach korrekt bzgl. | gdw PC 0O TAU

(ii) | schwach korrekt bzgl. [ gdw fiir alle X, X endlich gilt: (X erfullbar O X konsistent)
(iii) | schwach korrekt bzgl. k gdw fiir alle A gilt: { A} erfiillbar O {A} konsistent.

BEWEIS:

(i) dies ist einfach die Definition von PC bzw. TAU; man sagt auch, dal die Aussagenlogik
schwach korrekt ist.

(ii) O: sei X endlich und inkonsistent, d.h. X } O; dann | 0OX - [, dann F [OX - [J, dann
[IX kO, dann X E [, daher ist X unerfillbar.

O: sei } A; dann ist =A inkonsistent (denn A-(=A-0)), dann =A } O, dann -A
unerfillbar, dann = A k [J, daher FA.

(iii) analog zu (ii).

BEMERKUNG:

A heil3t Kontradiktion gdw fur alle ¢: ¢(A) = 0; KONTRA

A heif3t kontingent gdw es gibt ¢, ¢*: ¢(A) =1, $*(A) = 0; KONTI

Nun gilt:

A erfullbar gdw A Tautologie oder A kontingent

A Tautologie gdw - A Kontradiktion

- A Tautologie gdw A Kontradiktion

Weiters gilt:

Jedes Theorem ist konsistent

A Theorem gdw — A inkonsistent

- A Theorem gdw A inkonsistent

Also gilt:

A OPC < = Ainkonsistent = = A unerfullbar = - A Kontradiktion = A 0 TAU
A inkonsistent = =A[OPC = -=AOTAU = A Kontradiktion = A unerfullbar
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DEFINITION (schwache Vollstandigkeit):
F heilt schwach vollstandig bzgl. Egdw fir alle A gilt: FA T FA

LEMMA 27 (alternative Charakterisierung der schwachen Vollstandigkeit):

(i) Fschwach vollstandig bzgl. F gdw TAU O PC

(ii) } schwach vollstandig bzgl. [ gdw fiir alle X, X endlich gilt: (X konsistent O X erfiillbar)
(iii) F schwach vollstandig bzgl. [ gdw fiir alle A gilt: { A} konsistent O {A} erfillbar.

BEWEIS:

(i) wie oben klar; man sagt auch, daR die Aussagenlogik schwach vollstandig ist.

(ii) O : sei X endlich und unerfiillbar; dann X E [J, dann F [OX - [J, dann | 0OX - [, daher ist
X inkonsistent.

O:sei FA; dann =A E O, dann = A unerfillbar, dann = A inkonsistent, daher } A (denn
(iii): analog zu (ii).

SATZ 2 (schwache Korrektheit der Aussagenlogik):
| ist schwach korrekt bzgl. k

BEWEIS:

Wir zeigen PC [ TAU durch Herleitungsinduktion:

Wir haben schon gezeigt, daB alle Axiome Tautologien sind; was zu zeigen bleibt, ist, dal der
Modus Ponens die Eigenschaft, Tautologie zu sein, Ubertrégt: sind A und A - B Tautologien,
dann auch B; dies ist klar, denn es gilt fir alle Modelle M: M FAundM FA-BO M EB.

SATZ 3 (schwache Vollstandigkeit der Aussagenlogik):
F ist schwach vollstandig bzgl. k

BEWEIS:
Im nachsten Kapitel mithilfe eines Tableaukalkiils.

Wenden wir uns jetzt der starken Korrektheit und Vollstandigkeit zu.

DEFINITION: (starke Korrektheit):
F heiBt stark korrekt bzgl. E gdw gilt: (fir alle X, Agilt: X FATO X EA)

LEMMA 28 (alternative Charakterisierung der starken Korrektheit):
| stark korrekt bzgl. k gdw fiir alle X gilt: (X erfiilllbar O X konsistent)

BEWEIS:
[ : sei X inkonsistent; dann X } O, dann X E O, daher X unerfllbar.
0 :sei X }A; dann X O {= A} inkonsistent, dann X 0O {~ A} unerfiillbar, daher X EA.

DEFINITION (starke Vollstandigkeit):
F heiBt stark vollstandig bzgl. Egdw gilt: (fir alle X, Agilt: X FA T X }FA)
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LEMMA 29 (alternative Charakterisierung der starken Vollstandigkeit):
| stark vollstandig bzgl. E gdw fir alle X gilt: (X konsistent O X erfiillbar)

BEWEIS:
[0 : sei X unerfillbar; dann X kO, dann X |} 0, daher X inkonsistent.
0: X EA; dann X O {~ A} unerfillbar, dann X 0 {-~ A} inkonsistent, daher X | A.

SATZ 4 (starke Korrektheit der Aussagenlogik):
F ist stark korrekt bzgl. k

BEWEIS:

Sei X | A, zu zeigen ist: X FA.

Sei M ein Modell mit M [ X; zu zeigen ist: M E A.

wir zeigen durch Herleitungsinduktion nach h(A):

wenn X | Adann M E A fir alle A O WFF.

Induktionsanfang: h(A) = 1:

wenn A O X dann gilt: M EA

Wenn A ein aussagenlogisches Axiom ist, dann gilt: M E A
Induktionsvoraussetzung: Behauptung gilt fir alle A mit h(A) = n.
Induktionsschritt: sei h(A) = n+1, dann gibt es ein Bmith(B) <nund h(B-A)<nund X | B
und X | B A, aber dann giltauchM EBund M kB - A; daraus folgt M F A.
Da M beliebig war, folgt daraus X E A.

Alternativer BEWEIS:

Sei X erflllbar; zu zeigen ist: X ist konsistent.

Sei ¢ mit ¢(X) = 1.

Wir zeigen durch Herleitungsinduktion nach h(A):

X FADO ¢(A) =1 firalle A OWFF.

Induktionsanfang: h(A)=1:

AOXO ¢A)=1

AOTAUO ¢(A)=1

Induktionsschritt: (MP) erhalt die Giltigkeit in ¢, wie oben.
Dies beweist die Behauptung, denn ware X inkonsistent, wére X | [J, also ¢(C)=1, ein
Widerspruch.

SATZ 5 (starke Vollstandigkeit der Aussagenlogik)
F ist stark vollstandig bzgl. E

BEWEIS:

Wir zeigen: X konsistent [1 X erfullbar

sei X konsistent, Y maximal konsistent mit X 0 Y und M := AV n Y;
wir zeigen durch Induktion nach g(A):

A DY gdw M E A fiir alle A O WFF.

Induktionsanfang: g(A) = 0:

pOYgdwpOMgdwM Ep

O0Ygdw M EO

Induktionsvoraussetzung: Behauptung gilt fur alle A mit g(A) = n.
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Induktionsschritt: g(A) = n+1.:

A=-B: =B 0Y gdw nicht B 0 Y gdw nicht M B gdw M E-B
A=BIC:BOCOYgdwBOYundCOYgdwM EBundM EC gdw M EBLC
Analog fur die anderen Junktoren.

Also gilt M EY und daher auch M E X, d.h. X ist erfillbar.

Alternativer BEWEIS:

Wir zeigen: X FA O X }A;

Angenommen, nicht X |} A, dann ist X O {= A} konsistent, daher gibt es ein maximal
konsistentes Y mit X 0 {= A} O'Y;

sei ¢(p) =1 gdw p O, dann gilt wie oben ¢(B) =1 gdw B O Y;

daraus folgt ¢(Y) = 1, also $(X) = 1 und $(A) = 0; daher gilt nicht X F A,

LEMMA 30:
X maximal konsistent gdw es gibt ein M mit X=TH(M)

BEWEIS:

[0 : sei X maximal konsistent und M:= AV n X; wie oben zeigt man, dak M E X gilt.

[0: sei X=TH(M); zu zeigen: X ist maximal konsistent: daR X konsistent ist, ist klar; zu
zeigen ist noch: A O X oder = A 0 X: wenn A O X, dann nicht M E A, dann aber M F - A.

FOLGERUNGEN:

(i) Aus der starken Vollstandigkeit folgt nattrlich die schwache Vollstandigkeit.

Aber auch umgekehrt folgt aus der schwachen Vollstandigkeit, dem Deduktionstheorem fiir
und Lemma 9 die starke Vollstandigkeit.

(ii) Aus der starken Vollstandigkeit und dem Deduktionstheorem fir F folgt das
Deduktionstheorem fiir |.

(iii) erst jetzt erhalten wir die semantische Endlichkeit, die wir in ihre beiden Formulierungen
noch einmal festhalten wollen:

Semantische Endlichkeit fir Modelle:
X hat ein Modell gdw jede endliche Teilmenge von X hat ein Modell

Semantische Endlichkeit fur das Folgern:
X EA O es gibt ein endliches Xo mit Xo O X und Xo FA

BEWEIS:

a) hat X kein Modell, ist X inkonsistent, also X | [, also bereits Xq | O fiir ein endliches Xo,
dieses X, hat daher auch kein Modell.

by X FA O X } A O es gibt ein endliches Xo mit Xo 0 X und X, | A O es gibt ein
endliches Xo mit Xo O X und X, EA.
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2.2 Klassische Modallogik

Fur diesen Abschnitt wird eine gewisse Grundkenntnis der Modallogik vorausgesetzt.
Im folgenden sei L eine normale modale Aussagenlogik in der Sprache {{J, -, [, O}.

DEFINITION (modallogische SchluRregel):
Nezessierung (NE): {<A, OA>/ A O WFF}

DEFINITION (einige modallogische Formelschemata):
K 0(A-B) - (DA-OB)

T OA-A

4 OA-O0OA

G O0(0DA-A) - DA

DEFINITION (normale Modallogik):

L heil3t Modallogik gdw TAUCIL und L abgeschlossen gegeniiber (MP) ist.

Eine Modallogik L heif3t normal gdw KL und L abgeschlossen gegenuber (NE) ist.

K sei die kleinste normale Modallogik.

KA:...A, sei die kleinste Logik, die die Formelschemata A;, ..., A, enthalt; 1&Bt sich eine
Logik in dieser Form darstellen, heiBt L endlich axiomatisierbar und Ay, ..., A, heiRen
Axiome von L; wir schreiben auch A fir A O L.

Wir betrachten folgende Logiken: K, K4, T (= KT), S4 (= K4T) und G (= KG).

DEFINITION (L-ableitbar, L-inkonsistent, maximal L-konsistent):

A heil3t L-ableitbar aus X, X }_A, gdw es By, ..., B, O X gibt mit }_B;0..00B, - A.

X heiRt L-inkonsistent gdw X }_ [, sonst L-konsistent;

X heifst maximal L-konsistent (L-maximal) gdw X L-konsistent ist und fir alle A gilt: A O X
oder -A O X.

DEFINITION (Kripke-Struktur):

Eine (Kripke-)Struktur ist ein geordnetes Paar F = <W, R>, wobei gilt:

W # [0 und R 0O WxW,

ein (auf der Struktur F = <W, R> basierendes) (Kripke-)Modell ist ein geordnetes Tripel
M =<W, R, V>, wobei gilt: V: AV - [0 (W).

DEFINITION (Gultigkeit in einer Welt w des Modells M):

Die Relation M E A[w], die Formel A ist giltig in der Welt w des Modells M = <W, R, V>,
wird induktiv definiert durch:

M Ep[w] gdw w 0O V(p) (fur alle p O AV)

Nicht M E O[w]

M k- A[w] gdw nicht M E A[w]

M k (AOB)[w] gdw M EA[w] und M E B[w]

M E OA[w] gdw fir alle w'OW: (WRw* O M EA[w‘])
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DEFINITION (Gultigkeit in einem Modell, in einer Struktur, ...):

A heilt gultig im Modell M, M E A, gdw fir alle w OW: M E A[w]

A heif3t gultig in der Struktur F, F E A, gdw A in jedem Modell M gliltig ist, das auf F basiert
A heiBt gultig in einer Menge ‘F von Strukturen, oder ‘F-allgemeingultig, F k A oder |=f A,
gdw firalle FO F: F EA

X heilt giiltig in einer Welt w des Modells M, M E X[w], gdw fir alle A O X: M E A[w]; X
heilt dann auch erfiillbar im Modell M

X heif3t erfllbar in einer Struktur F gdw X in einem Modell M erfillbar ist, das auf F basiert

X heilt erfullbar in einer Menge ‘F von Strukturen, ‘F-erfullbar, gdw X in einem FOF
erfillbar ist

DEFINITION (Korrektheit und Vollstdndigkeit bzgl. einer Menge von Strukturen):

Sei F eine Menge von Strukturen;

L hei3t korrekt bzgl. ‘F gdw fur alle X, X endlich gilt: (X F-erfillbar O X L-konsistent);

L hei3t vollstandig bzgl. ‘F gdw fur alle X, X endlich gilt: (X L-konsistent 0 X F-erftllbar);
L wird durch ‘F charakterisiert gdw L korrekt und vollstandig bzgl. F ist.

DEFINITION (Cluster):

In einer transitiven Struktur F = <W, R> definieren wir folgende Aquivalenzrelation ~
zwischen Welten durch: w ~ w* gdw w = w* oder (WRw* und w’Rw);

der R-Cluster C,, von w ist die Menge {w* / w ~w"};

Cw X Cyw gdw wRw* definiert eine transitive und antisymmetrische Relation < zwischen
Clustern;

Cw < Cy gdw C,, X Cy- und C,, # Cy (gdw WRw* und nicht w’Rw) definiert eine transitive
und irreflexive Relation < zwischen Clustern;

ein Cluster heillt degeneriert gdw wenn er aus einem einzigen irreflexiven Punkt besteht; er
heiBt simpel gdw er aus einem einzigen reflexiven Punkt besteht und echt gdw er aus
mindestens zwei verschiedenen Punkten besteht (die Relation R zwischen Punkten in einem
solchen Cluster ist dann eine Aquivalenzrelation); ein simpler oder echter Cluster heilt
nichtdegeneriert.

Im folgenden verstehen wir unter einem Baum einen endlichen Wurzelbaum von Clustern von
Welten (wobei jeder Cluster selbst endlich ist) geordnet durch <.

SATZ 6 (Charakterisierungssatz):
Jede Logik L wird durch die Menge der folgenden L-Strukturen charakterisiert:

L L-Struktur

K endlicher, irreflexiver, intransitiver Baum von Welten

T (=KT) endlicher, reflexiver, intransitiver Baum von Welten

K4 endlicher, (transitiver) Baum von Clustern

S4 (=K4T) endlicher, (transitiver) Baum von nichtdegenerierten Clustern

G (= K4G) endlicher (transitiver, irreflexiver) Baum von degenerierten Clustern
BEWEIS:

Fur K siehe Rautenberg (1979, 210), fir T siehe Rautenberg (1983, 410f), fur K4 siehe
Segerberg (1971, 77), flir S4 siehe Segerberg (1971, 77), fiir G siehe Segerberg (1971, 88).
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Ubungen zu Kapitel 2:

1 Machen Sie sich die verschiedenen syntaktischen Definitionen anhand von (selbst
gewahlten) Beispielen vertraut.

2 Was ist der Unterschied zwischen Schluf3regel und Konsequenzrelation?
3 Beweisen Sie Lemma 9.

4 Beweisen Sie Lemma 11.

5 Beweisen Sie Lemma 14, Teil (v).

6 Zeigen Sie, dal die beiden Arten der Formulierung semantischer Begriffe (mit Modellen als
Mengen und Modellen als Funktionen, sowie weitere Begriffe) &quivalent sind.

7 Beweisen Sie (Teile von) Lemma 22.

8 Was ist der Unterschied zwischen Syntax und Semantik? VVon welchen Lemmata bzw. von
welchen Sétzen gibt es parallele syntaktische bzw. semantische Formulierungen?
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